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By a model is meant a mathematical construct which, 

with the addition of certain verbal interpretations, describes 

observed phenomena. The justification of such a mathematical 
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Περίληψη 

Ανελαστική ∆υναµική Ανάλυση Φορέων µε Προσοµοίωση κατά Bouc-Wen 

∆ιδακτορική ∆ιατριβή του Αριστοτέλη Ε. Χαραλαµπάκη 

Η παρούσα διατριβή αντιµετωπίζει ορισµένα θεωρητικά και εφαρµοσµένα προβλήµατα τα 

οποία αφορούν το υστερητικό προσοµοίωµα Bouc-Wen και την χρήση του για την 

ανελαστική δυναµική ανάλυση φορέων. Με αφετηρία τον ορισµό της υστέρησης και την 

συνθήκη ανεξαρτησίας της απόκρισης από την ταχύτητα, γίνεται επανεξέταση του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen από µαθηµατικής άποψης. Παράγονται νέες αναλυτικές σχέσεις 

υπολογισµού τόσο της υστερητικής απόκρισης όσο και της αναλισκόµενης ενέργειας, οι 

οποίες βασίζονται στην υπεργεωµετρική συνάρτηση του Gauss. Οι σχέσεις αυτές αποτελούν 

τη βάση ενός νέου τροποποιηµένου προσοµοιώµατος, το οποίο αντιµετωπίζει πλήρως ένα 

από δεκαετίες εντοπισµένο, σηµαντικό µειονέκτηµα του αρχικού προσοµοιώµατος. Αυτό 

αφορά την τοπική παραβίαση των αρχών της πλαστικότητας του Drucker και του Il’iushin, η 

οποία οδηγεί σε µη φυσική συµπεριφορά κατά την διάρκεια σύντοµων κύκλων φόρτισης – 

αποφόρτισης – επαναφόρτισης. Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen αποτελεί το 

κεντρικό θέµα της διατριβής. Κατ’ αρχήν, παρουσιάζονται αναλυτικές σχέσεις οι οποίες 

ποσοτικοποιούν το εύρος των παραβιάσεων και της µη φυσικής συµπεριφοράς. Στην 

συνέχεια, προτείνεται µια τροποποίηση η οποία εξαλείφει το προαναφερθέν πρόβληµα, ενώ 

αποδεικνύεται ότι οι διαφορές στην απόκριση µεταξύ αρχικού και τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος µπορεί να είναι σηµαντικές στην περίπτωση σεισµικής διέγερσης. Με 

κατεύθυνση την εφαρµογή, αντιµετωπίζεται το θέµα της ταυτοποίησης των παραµέτρων µε 

βάση διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. Προτείνεται µια νέα µέθοδος ταυτοποίησης των 

παραµέτρων του υστερητικού προσοµοιώµατος Bouc-Wen η οποία βασίζεται σε εξελικτικούς 

αλγορίθµους. Αποδεικνύεται ότι η µέθοδος συνδυάζει πολύ καλή απόδοση και σταθερότητα, 

ενώ απαντώνται σηµαντικά ερωτήµατα σχετικά µε τον σχεδιασµό των πειραµάτων. Για την 

αντιµετώπιση της έλλειψης πειραµατικών δεδοµένων κατά την προσοµοίωση των µελών ενός 
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φορέα, παρουσιάζεται ένας νέος αλγόριθµος ανάλυσης τυχαίων διατοµών σε διαξονική 

κάµψη µε αξονική δύναµη, ο οποίος παρέχει την βάση της ανελαστικής - υστερητικής τους 

συµπεριφοράς κατά Bouc-Wen. Όλες οι προτεινόµενες µέθοδοι αναπτύχθηκαν ανεξάρτητα 

σε κώδικα H/Y και οι περισσότερες ενσωµατώθηκαν σε υφιστάµενο κώδικα ανελαστικής 

στατικής και δυναµικής ανάλυσης «Plastique», ο οποίος έχει αναπτυχθεί στο Εργαστήριο. 

Τέλος, η επιβεβαίωση της συµβολής όλων των παραπάνω θεωρήσεων γίνεται αριθµητικά 

µέσω χαρακτηριστικών παραδειγµάτων δυναµικής ανάλυσης. 
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Abstract 

Inelastic Dynamic Analysis of Structures using Bouc-Wen Hysteretic Models 

PhD Thesis by Aristotelis E. Charalampakis 

This PhD thesis raises and solves a number of theoretical and practical issues regarding 

the use of Bouc-Wen hysteretic models for the inelastic dynamic analysis of structures. 

Based on the definition of hysteresis and its rate independence, the Bouc-Wen model is re-

examined in mathematical terms. New analytical solutions for the hysteretic response and 

the dissipated energy are derived which are based on Gauss’ hypergeometric function. These 

solutions form the stepping stone of a modified Bouc-Wen model which eliminates a 

significant problem of the original one, i.e. the local violation of Drucker’s and Il’iushin’s 

postulates of plasticity. This problem is known for decades and results in nonphysical 

behavior of the model in case of small amplitude reversals. The modified model is the most 

important contribution of the thesis. First, the extent of the nonphysical behavior is analyzed 

and quantified. Then, a modification of the original model is proposed which results in the 

correction of its aforementioned deficiencies. It is shown that the original and modified 

model may exhibit significantly different behavior under seismic excitation. In a more 

practical level, the identification of Bouc-Wen model parameters is examined. A new hybrid 

evolutionary algorithm is proposed which combines very good performance and stability. In 

addition, the important issue of experiment design is discussed based on the conclusions of 

parameter identification. In order to cope with the lack of experimental data, a new generic 

fiber model algorithm is also proposed which allows for the analysis of arbitrary cross-

sections under biaxial bending and axial load. All proposed methods and algorithms were 

programmed independently in computer code. Most of the code was also included in an 

existing 3D analysis software called “Plastique”, which has been developed by our research 

group. The validity and significance of the proposed methods is demonstrated through 

numerical examples. 
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1.1 Γενικά 

Στην εποχή µας, η επιστήµη του Πολιτικού Μηχανικού έχει αλλάξει ριζικά µε την έλευση 

των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών (Η/Υ). Στο παρελθόν υπήρχαν στενά περιθώρια όσον αφορά 

το επίπεδο της ανάλυσης το οποίο ήταν ανθρωπίνως εφικτό, ακόµη και στην περίπτωση 

σηµαντικών έργων. Συχνά, η απάντηση σε αυτή την αδυναµία ήταν απλουστευµένα 

προσοµοιώµατα και υπερδιαστασιολόγηση. Σήµερα, η ραγδαία εξέλιξη των Η/Υ τόσο σε 

επίπεδο υλικού (hardware) όσο και σε επίπεδο λογισµικού (software) έχει εκτινάξει την 

πολυπλοκότητα των προσοµοιωµάτων. 

Αυτή η έκρηξη δυνατότητας προσοµοίωσης κρύβει κινδύνους. Αφ’ ενός, η χρήση 

πολύπλοκων προσοµοιωµάτων δίνει την ψευδαίσθηση της «ακρίβειας» και της «ασφάλειας». 

Αφ’ ετέρου, ο Μελετητής Μηχανικός καλείται να γίνει χρήστης κάποιου σύνθετου λογισµικού, 

ενώ αγνοεί ουσιώδη στοιχεία σχετικά µε τα φυσικά προσοµοιώµατα και τα όριά τους, αλλά 

και τις δυνατότητες και την ακρίβεια των αλγορίθµων που έχουν ενσωµατωθεί. Έτσι, συχνά 

αδυνατεί να ερµηνεύσει τον µεγάλο όγκο των αποτελεσµάτων ή/και να εφαρµόσει 

αποτελεσµατικά εναλλακτικές µεθόδους για την επιβεβαίωση της εκτίµησης της 

συµπεριφοράς των φορέων που σχεδιάζει. 

Σε αυτό το κοµβικό σηµείο, πολλοί ερευνητές επανέρχονται σε απλές ιδέες του 

παρελθόντος και τις επανεξετάζουν µε τα νέα εργαλεία που έχουν στην διάθεσή τους. 

Σκοπός µιας τέτοιας προσέγγισης είναι η όσο το δυνατόν απλούστερη, αλλά ταυτόχρονα 

ρεαλιστική προσοµοίωση πολύπλοκων κατασκευών. Έτσι, ανοίγει ο δρόµος για την µείωση 

του τεράστιου χάσµατος µεταξύ της εµβριθούς θεωρητικής έρευνας και της πλέον 

εφαρµοσµένης προσέγγισης. 

Στο γνωστικό πεδίο της ανελαστικής δυναµικής ανάλυσης, το υστερητικό προσοµοίωµα 

Bouc-Wen [1] προσφέρει µια απλή και αποτελεσµατική φαινοµενολογική προσέγγιση του 

φαινοµένου της υστέρησης, µε µεγάλη δυνατότητα προσοµοίωσης των υστερητικών βρόχων 

των περισσότερων υλικών καθώς και των µέσων συνδέσεως τους. Ο όρος φαινοµενολογικός 
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υπονοεί ότι δεν εξετάζεται (και στην πραγµατικότητα δεν ενδιαφέρει) ο φυσικός µηχανισµός 

ο οποίος γεννά την υστέρηση. Αντίθετα, δίνεται έµφαση στο µακροσκοπικό αποτέλεσµα, το 

οποίο δεν είναι άλλο από την παρατηρούµενη υστερητική συµπεριφορά η οποία κυριαρχεί 

στα υλικά αυτά. 

1.2 Αντικείµενο της διατριβής 

Αντικείµενο της διατριβής είναι η αντιµετώπιση µιας σειράς θεωρητικών και πρακτικών 

θεµάτων τα οποία αφορούν την χρήση του υστερητικού προσοµοιώµατος Bouc-Wen για την 

ανελαστική δυναµική ανάλυση φορέων. Τα θέµατα αυτά αφορούν: 

o Την µαθηµατική συνέπεια του προσοµοιώµατος, 

o Την φυσική ερµηνεία των παραµέτρων, 

o Τον υπολογισµό της απόκρισης και της αναλισκόµενης ενέργειας, 

o Την αντιµετώπιση εντοπισµένων µειονεκτηµάτων του, 

o Την ταυτοποίηση των παραµέτρων του, µε βάση πραγµατικά ή νοητά πειράµατα. 

Αντικειµενικός σκοπός είναι η ενσωµάτωση των προτεινόµενων µεθοδολογιών σε 

υφιστάµενο κώδικα στατικής και δυναµικής ανελαστικής ανάλυσης φορέων και η ανάδειξη 

της αποτελεσµατικότητας και της σηµασίας τους. 

1.3 ∆ιάρθρωση και πρωτοτυπία της διατριβής 

Η παρούσα διατριβή αποτελείται από δέκα κεφάλαια, συµπεριλαµβανοµένου του 

παρόντος εισαγωγικού Κεφαλαίου 1. 

Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται ο ορισµός του φαινοµένου της υστέρησης και παρουσιάζονται 

τα βασικά στοιχεία της µαθηµατικής θεωρίας της υστέρησης κατά Krasnosel’skiĭ και 

Pokrovskiĭ, τα οποία αποτελούν τη θεωρητική βάση των προσοµοιωµάτων Bouc-Wen. 

Ιδιαίτερης σηµασίας είναι η αναφορά στις ιδιότητες των υστερητικών τελεστών και 

συγκεκριµένα στη συνθήκη ανεξαρτησίας της απόκρισης από την ταχύτητα. Με βάση αυτή, 
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γίνεται εφικτή η εύρεση αναλυτικών σχέσεων υπολογισµού της υστερητικής απόκρισης και 

της αναλισκόµενης ενέργειας, όπως αναλύεται στο Κεφάλαιο 4. 

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται µια ανασκόπηση των κυριότερων προσοµοιωµάτων 

τύπου Bouc-Wen. Επισηµαίνονται τα βασικά τους χαρακτηριστικά και, όπου κρίνεται 

απαραίτητο, προτείνονται απλές τροποποιήσεις οι οποίες αντιµετωπίζουν αποτελεσµατικά τις 

διάφορες αδυναµίες τους. Ενδεικτικό παράδειγµα είναι ο κανόνας αποµείωσης της 

δυσκαµψίας µε περιστροφή γύρω από σηµείο (pivot rule), ο οποίος αποδεικνύεται ότι 

λειτουργεί σωστά µόνο στην περίπτωση φόρτισης µε αυξανόµενο εύρος µετατόπισης. Στις 

υπόλοιπες περιπτώσεις, ο κανόνας λειτουργεί λανθασµένα και οδηγεί σε αύξηση της 

δυσκαµψίας (stiffening), η οποία δεν δικαιολογείται από φυσικής άποψης. Για την 

αποτελεσµατική αντιµετώπιση του προβλήµατος, προτείνεται η τροποποίηση του κανόνα 

µέσω της εισαγωγής µιας νέας παραµέτρου η οποία ελέγχει τον βαθµό αποκατάστασης της 

δυσκαµψίας. 

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται η βασική µορφή του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Αναλύεται η επίδραση των παραµέτρων στην απόκριση και την µορφή των υστερητικών 

βρόχων και διερευνώνται οι συνθήκες κάτω από τις οποίες το προσοµοίωµα παρουσιάζει 

συνεπή µηχανική συµπεριφορά. 

Στην συνέχεια, γίνεται επανεξέταση του προσοµοιώµατος από µαθηµατικής άποψης. 

Παρουσιάζονται νέες αναλυτικές σχέσεις τόσο για την υστερητική απόκριση όσο και για την 

αναλισκόµενη ενέργεια υπό συµµετρική ανακυκλιζόµενη φόρτιση. Οι σχέσεις βασίζονται στην 

υπεργεωµετρική συνάρτηση του Gauss [56] και παρέχουν πολλαπλά οφέλη. Επιπλέον, 

παρουσιάζονται απλές προσεγγιστικές σχέσεις για τον υπολογισµό της αναλισκόµενης 

ενέργειας, οι οποίες παρουσιάζουν επαρκή ακρίβεια σε σχέση µε την ακριβή λύση. Τέλος, 

παρουσιάζεται µια παραµετρική µελέτη σχετικά µε την αναλισκόµενη ενέργεια και εξετάζεται 

το σφάλµα των προσεγγιστικών σχέσεων και του απλού διγραµµικού προσοµοιώµατος σε 

σχέση µε τις ακριβείς αναλυτικές εξισώσεις. 
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Στην συνέχεια, παρουσιάζεται µια σειρά από µειονεκτήµατα τα οποία χαρακτηρίζουν το 

προσοµοίωµα Bouc-Wen. Αυτά είναι η αύξηση της παραµόρφωσης, η µείωση της 

υστερητικής δύναµης και το µη κλείσιµο των υστερητικών βρόχων κατά την διάρκεια 

σύντοµων κύκλων φόρτισης – αποφόρτισης – επαναφόρτισης. Συνέπεια αυτών είναι η 

τοπική παραβίαση των αρχών της πλαστικότητας του Drucker και του Il’iushin. Σε ποιοτικό 

επίπεδο, αυτά τα µειονεκτήµατα του προσοµοιώµατος είναι γνωστά εδώ και δεκαετίες και 

έχουν αναφερθεί επανειληµµένα στην βιβλιογραφία. Σε ποσοτικό επίπεδο, παρουσιάζονται 

νέες αναλυτικές σχέσεις οι οποίες ποσοτικοποιούν το εύρος των παραβιάσεων και της µη 

φυσικής συµπεριφοράς του προσοµοιώµατος. 

Προς αντιµετώπιση των προαναφερθέντων προβληµάτων, προτείνεται µια τροποποίηση 

του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα αποτελεί την κύρια 

πρωτοτυπία της διατριβής και βασίζεται στην εισαγωγή ενός κατάλληλου συντελεστή 

αύξησης της δυσκαµψίας στην µη γραµµική διαφορική εξίσωση. Με αυτόν τον τρόπο γίνεται 

εφικτή η διάκριση µεταξύ πρώτης φόρτισης και επαναφόρτισης, χαρακτηριστικό το οποίο 

απουσιάζει από το αρχικό προσοµοίωµα. Η όλη διαδικασία ελέγχεται µε βάση κατάλληλα 

επιλεγµένα σηµεία αναστροφής. Αποδεικνύεται ότι η προτεινόµενη τροποποίηση διορθώνει 

πλήρως την µη φυσική συµπεριφορά του προσοµοιώµατος στην περίπτωση σύντοµων 

κύκλων φόρτισης – αποφόρτισης – επαναφόρτισης χωρίς να επηρεάζει την απόκριση σε όλες 

τις υπόλοιπες περιπτώσεις. Έτσι, ανασκευάζεται η από καιρό παγιωµένη άποψη ότι «όταν 

χρησιµοποιούνται ενδοχρονικά προσοµοιώµατα, τοπικές παραβιάσεις της αρχής ευστάθειας 

του Drucker δεν µπορούν να αποφευχθούν» (“when endochronic models are adopted, local 

violations of the Drucker's stability postulate cannot be avoided”, προσωπική επικοινωνία 

µεταξύ F. Casciati και W.D. Iwan [80]). Στην συνέχεια, αποδεικνύεται ότι η απόκριση του 

αρχικού και του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος ενδέχεται να παρουσιάζουν σηµαντικές 

διαφορές στην περίπτωση σεισµικής διέγερσης. 

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζεται ένας νέος υβριδικός εξελικτικός αλγόριθµος για την 

ταυτοποίηση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen µε βάση πειραµατικά 
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δεδοµένα. Ο αλγόριθµος ανήκει στην κατηγορία των Μιµητικών Αλγορίθµων (Memetic 

Algorithms) [142] και αποτελείται από τρία συστατικά µέρη: τον Γενετικό Αλγόριθµο 

SawTooth, ο οποίος παρουσιάστηκε πρόσφατα [123], τον αλγόριθµο τοπικής 

βελτιστοποίησης Greedy Ascent Hill Climbing (GAHC) καθώς και µια νέα µέθοδο 

συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων (bounding), η οποία βασίζεται σε στατιστική ανάλυση 

ενός δείγµατος τοπικών βέλτιστων. Εξετάζεται ένα ευρύτατο φάσµα περιπτώσεων, το οποίο 

περιλαµβάνει την ύπαρξη ή όχι διαφόρων επιπέδων ιξώδους απόσβεσης και θορύβου, όπως 

επίσης και περιπτώσεις χρήσης δεδοµένων τα οποία προέρχονται τόσο από πραγµατικά όσο 

και από νοητά πειράµατα. Η προτεινόµενη µέθοδος συγκρίνεται µε άλλες καθιερωµένες 

µεθόδους βελτιστοποίησης (γενετικοί αλγόριθµοι, µικρο-γενετικό αλγόριθµο, αλγόριθµο 

βελτιστοποίησης σµήνους σωµατιδίων – PSO) και αποδεικνύεται ότι συνδυάζει πολύ καλή 

απόδοση και εξαιρετική σταθερότητα. Επιπλέον, παρουσιάζεται µια εκτενής παραµετρική 

µελέτη της επίδρασης των συντελεστών της µεθόδου, η οποία αναδεικνύει τον µηχανισµό 

λειτουργίας της. Τέλος, µε βάση τα αποτελέσµατα των αναλύσεων προκύπτουν σηµαντικά 

συµπεράσµατα για τον σχεδιασµό των πειραµάτων, δηλαδή για τον καθορισµό των 

χαρακτηριστικών των πειραµάτων τα οποία ευνοούν την ταυτοποίηση. 

Για την αντιµετώπιση της έλλειψης πειραµατικών δεδοµένων κατά την προσοµοίωση των 

µελών ενός φορέα, στο Κεφάλαιο 6 προτείνεται µια νέα µέθοδος ανάλυσης τυχαίων 

διατοµών υπό διαξονική κάµψη και αξονική δύναµη. Η ανάλυση πραγµατοποιείται µε χρήση 

προσοµοιωµάτων ινών (fiber models) και βασίζεται στην γνωστή υπόθεση Bernoulli-Euler 

σύµφωνα µε την οποία οι διατοµές παραµένουν επίπεδες µετά την παραµόρφωση. Η 

µέθοδος επιτρέπει την κατασκευή διαγραµµάτων ροπών - καµπυλοτήτων, διαγραµµάτων 

αλληλεπίδρασης, επιφανειών αστοχίας καθώς και τον υπολογισµό της παραµορφωµένης 

κατάστασης υπό δεδοµένα εξωτερικά φορτία. Ο αλγόριθµος είναι εξαιρετικά γενικός και 

παρουσιάζει σηµαντικά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε αντίστοιχες µεθόδους της βιβλιογραφίας. 

Η διατοµή του µέλους µπορεί να αποτελείται από πληθώρα υλικών µε ενδεχόµενες 

πολλαπλές επικαλύψεις ή εσωτερικά κενά. Τα περιγράµµατα των υλικών περιγράφονται από 
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καµπυλόγραµµα πολύγωνα, δηλαδή πολύγωνα των οποίων οι ακµές είναι ευθείες γραµµές ή 

τόξα κύκλου. Οι νόµοι τάσεων – παραµορφώσεων των υλικών αποτελούνται από 

οποιονδήποτε αριθµό συνεχόµενων κυβικών πολυωνύµων και η ολοκλήρωση του πεδίου των 

τάσεων γίνεται µε αναλυτικές σχέσεις, ακόµη και στην περίπτωση καµπύλων ακµών. 

Αποδεικνύεται ότι η µέθοδος συνδυάζει καλή απόδοση και εξαιρετική σταθερότητα. 

Επιπλέον, παρουσιάζονται παραµετρικές µελέτες οι οποίες αναδεικνύουν τα πλεονεκτήµατα 

και τη συµβολή της έναντι των αντίστοιχων µεθόδων της βιβλιογραφίας. Αυτές σχετίζονται 

µε την ακρίβεια προσοµοίωσης καµπύλων ακµών µε πολυγωνικές γραµµές καθώς και µε την 

χρήση αδιάστατων ινών για µικρά αντικείµενα, όπως είναι κατά κανόνα οι διατοµές του 

διαµήκους οπλισµού. Από τα παραγόµενα διαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων και 

κατάλληλες µεθόδους βελτιστοποίησης πραγµατοποιείται η ταυτοποίηση των βασικών 

παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Στο Κεφάλαιο 7 γίνεται εφαρµογή των µεθόδων που αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της 

παρούσας διατριβής. Για την ανάλυση χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό Plastique [177], στο 

οποίο προστέθηκαν οι κατάλληλες ρουτίνες ώστε να υπάρχει η δυνατότητα χρήσης του 

τροποποιηµένου προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Επιλύθηκε σε δυναµική ανάλυση ένας 

τρισδιάστατος φορέας ο οποίος περιλαµβάνει δύο όµοια τριώροφα τρίστυλα πλαίσια ανά 

διεύθυνση. Αρχικά, κατασκευάστηκαν τα διαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων για τα 

υποστυλώµατα και τις δοκούς µε βάση την γεωµετρία, την αξονική δύναµη και τα δεδοµένα 

των υλικών. Στην συνέχεια έγινε ταυτοποίηση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος για 

κάθε οµάδα διατοµής. Τα δεδοµένα εισήχθησαν στο τρισδιάστατο προσοµοίωµα το οποίο 

επιλύθηκε για δύο περιπτώσεις φορτίσεων, ήτοι για µια απλή ηµιτονοειδή φόρτιση καθώς και 

για µια σεισµική διέγερση. Από τα αποτελέσµατα των αναλύσεων γίνεται φανερό ότι στην 

περίπτωση της σεισµικής διέγερσης οι διαφορές είναι σαφείς και σηµαντικές, ενώ γίνεται 

έκδηλη και η µη φυσική συµπεριφορά του αρχικού προσοµοιώµατος. 
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Στο Κεφάλαιο 8 παρουσιάζεται συνοπτικά το λογισµικό το οποίο αναπτύχθηκε στα 

πλαίσια της παρούσας διατριβής. Τόσο το λογισµικό όσο και τα αντίστοιχα εγχειρίδια χρήσης 

είναι διαθέσιµα στο διαδίκτυο. 

Στο Κεφάλαιο 9 συνοψίζονται τα συµπεράσµατα και η συµβολή της παρούσας 

διατριβής, ενώ στο Κεφάλαιο 10 παρουσιάζονται προτάσεις για µελλοντική έρευνα. 
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2.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται ο ορισµός της υστέρησης και παρουσιάζονται τα βασικά 

στοιχεία της µαθηµατικής θεωρίας της υστέρησης κατά Krasnosel’skiĭ και Pokrovskiĭ. Τα 

στοιχεία αυτά αποτελούν τη θεωρητική βάση των προσοµοιωµάτων τύπου Bouc-Wen, τα 

οποία παρουσιάζονται εκτενέστερα στο επόµενο κεφάλαιο. Τέλος, παρουσιάζεται µια 

σύντοµη ανασκόπηση διαφόρων εµπειρικών και συναφών υστερητικών προσοµοιωµάτων τα 

οποία έχουν παρουσιασθεί κατά καιρούς στην βιβλιογραφία. 

2.2 Υστέρηση 

Ένα σύστηµα λέγεται ότι παρουσιάζει υστερητική συµπεριφορά όταν η απόκρισή του 

διαθέτει µνήµη και είναι ανεξάρτητη του ρυθµού επιβολής της διέγερσης. Σύµφωνα µε τον 

Visintin [2]: 

 hysteresis  rate independent memory effect=  

Η υστέρηση απαντάται σε πολλά φυσικά φαινόµενα όπως η πλαστικότητα, η τριβή, ο 

µαγνητισµός, ο ηλεκτρισµός, η υπεραγωγιµότητα κ.α. Πέραν αυτών, η έννοια της υστέρησης 

χρησιµοποιείται σε διάφορους κλάδους της Eπιστήµης, από την Μηχανική και την Χηµεία ως 

την Βιολογία και την Πειραµατική Ψυχολογία. 

Στην πραγµατικότητα, η απόκριση των φυσικών συστηµάτων δεν είναι ποτέ πλήρως 

ανεξάρτητη του ρυθµού επιβολής της διέγερσης. Συνεπώς, η υστέρηση συνυπάρχει µε 

φαινόµενα ιξώδους φύσης, των οποίων η ένταση εξαρτάται από τον ρυθµό επιβολής της 

διέγερσης. Παρ’ όλα αυτά, η υστέρηση είναι επικρατέστερη στις περισσότερες περιπτώσεις, 

ιδιαίτερα όταν η εξέλιξη των φαινοµένων είναι αργή [2]. 

Η υστέρηση ως φαινόµενο έχει επισηµανθεί εδώ και περισσότερο από δύο αιώνες. Ο 

όρος υστέρηση φαίνεται ότι πρωτοχρησιµοποιήθηκε το 1882 από τον J. A. Ewing στις 

πρωτοπόρες µελέτες του για τον µαγνητισµό [3]. Αυτές διεξήχθησαν κατά την διάρκεια 

παραµονής του στην Ιαπωνία, όπου θήτευσε ως Καθηγητής Μηχανολογίας στο Πανεπιστήµιο 
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του Τόκιο. Ο όρος οφείλεται στην γωνία φάσης (phase angle) µε την οποία η απόκριση ενός 

συστήµατος υστερεί έναντι της φόρτισης [4]. 

Αρχικά, τα µαθηµατικά χρησιµοποιήθηκαν µόνον ως εργαλείο ποσοτικοποίησης του 

φαινοµένου της υστέρησης. Μόνον σχετικά πρόσφατα, ήτοι το 1966, ένας φοιτητής 

Μηχανικής ονόµατι R. Bouc αντιµετώπισε την υστέρηση ως έναν µαθηµατικό 

µετασχηµατισµό µεταξύ χώρων συναρτήσεων [5]-[9]. Επιπλέον, την περίοδο 1970-1980, µια 

µικρή οµάδα Ρώσων µαθηµατικών µε επικεφαλής τους Krasnosel’skiĭ και Pokrovskiĭ 

µελέτησαν συστηµατικά τους λεγόµενους υστερητικούς τελεστές και τις ιδιότητές τους. Τα 

αποτελέσµατα των ερευνών τους συνοψίστηκαν σε µια µονογραφία, η οποία εκδόθηκε το 

1983 στα Ρώσικα και µεταφράστηκε το 1989 στα Αγγλικά [10]. Αυτό αποτέλεσε την βάση 

πολλών µετέπειτα µελετών γενικά πάνω στη υστέρηση, π.χ. Visintin [2], Brokate και 

Sprekels [11], Mayergoyz [12], [13], αλλά και ειδικά πάνω στα προσοµοιώµατα τύπου Bouc-

Wen, π.χ. Erlicher [18]. 

Με βάση την µαθηµατική θεωρία της υστέρησης µπορούν να αναλυθούν οι ιδιότητες 

ενός πλήθους υστερητικών τελεστών. Αυτοί µπορεί να είναι απλοί, όπως οι τελεστές Play, 

Stop, Prandtl-Ishlinskiĭ, αλλά και πιο σύνθετοι όπως οι τελεστές Preisach, Weiss, Reuss, 

Lifshitz, Duhem, Bouc κ.α. [2]. Πέραν αυτών, µπορούν να αναλυθούν και οι λεγόµενες 

µεταπτώσεις καταστάσεων (phase transitions) λόγω ασυνέχειας µιας φυσικής παραµέτρου, 

οι οποίες µπορούν να οδηγήσουν σε ασυνεχή υστερητική συµπεριφορά. 

Τα βασικά στοιχεία της µαθηµατικής θεωρίας της υστέρησης θα παρουσιαστούν στην 

συνέχεια. 

2.3 Μαθηµατική θεωρία της υστέρησης 

2.3.1 Γενικά 

Πρωταρχική έννοια της µαθηµατικής θεωρίας της υστέρησης αποτελεί αυτή του 

υστερητικού τελεστή. Μπορεί κανείς να φανταστεί τον υστερητικό τελεστή σαν ένα 

«φίλτρο» το οποίο, δεχόµενο ως είσοδο µια συνάρτηση ( )u t  παράγει µια συνάρτηση 
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εξόδου ( )w t  (Εικόνα 2.3.1). Στην περίπτωση ενός παραµορφώσιµου σώµατος, η 

συνάρτηση ( )u t  θα µπορούσε να ήταν η επιβαλλόµενη τάση και η ( )w t  η αντίστοιχη 

παραµόρφωση. Πρέπει να τονιστεί ότι ο υστερητικός τελεστής δεν είναι παρά µια 

µαθηµατική οντότητα και ως τέτοια, δε φέρει καµία πληροφορία για τα φυσικά αίτια τα 

οποία προκαλούν την υστέρηση. Είναι λοιπόν σαφές πως ο τρόπος µε τον οποίο 

προσεγγίζεται το φαινόµενο της υστέρησης είναι καθαρά φαινοµενολογικός. 

W

 

Εικόνα 2.3.1: Τελεστής υστέρησης: (α) Συνάρτηση εισόδου u(t) (β) “φίλτρο” 
(γ) συνάρτηση εξόδου w(t) (δ) υστερητικό διάγραµµα 

Με µαθηµατικούς όρους, η λειτουργία του υστερητικού τελεστή περιγράφεται από τη 

σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) (0

0, ,  , fw t u w t t t t  = ∈  W  (2.3.1) 
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όπου: 

o W  ο υστερητικός τελεστής, 

o t  η τρέχουσα χρονική στιγµή, 

o 
0

w  η αρχική συνθήκη της συνάρτησης εξόδου, 

o 0t , ft  οι χρονικές στιγµές έναρξης και ολοκλήρωσης του φαινοµένου, αντίστοιχα. 

Η σχέση (2.3.1) υποδηλώνει πως η τιµή της συνάρτησης w  µπορεί να εξαρτάται όχι 

µόνο από την τιµή της συνάρτησης u  κατά την ίδια χρονική στιγµή, αλλά και από την 

παρελθούσα ιστορία της, ( ) [ ]0,t
u

τ
τ

∈
. Σε µια τέτοια περίπτωση, ο τελεστής W  αναφέρεται 

ως τελεστής µνήµης ή τελεστής Volterra. Η εξάρτηση της συνάρτησης εξόδου από την 

αρχική της συνθήκη ( )0 0w w=  δηλώνεται ρητά στον ορισµό (2.3.1), ο οποίος για λόγους 

πληρότητας µπορεί να πάρει την µορφή: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0: 0, 0,

                                             

f f
Dom C t C t

u t w t

   ⊂ × →   

→

ℝW W
 (2.3.2) 

όπου: 

o ( )Dom W  το πεδίο ορισµού του τελεστή W , 

o ( )0 0, fC t    το σύνολο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων ορισµένων στο 

0, ft   , 

o ℝ  το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, 

o ( )×  το σύµβολο του καρτεσιανού γινοµένου. 

Με βάση τον ορισµό (2.3.2), στην παρούσα διατριβή λαµβάνονται υπόψη µόνο συνεχείς 

συναρτήσεις εισόδου και εξόδου. Αυτές δεν συνιστούν πλήρη χώρο συναρτήσεων όµως 

καλύπτουν όλες τις εφαρµογές πρακτικού ενδιαφέροντος. Για την επέκταση σε κάποιους 

πλήρεις χώρους συναρτήσεων, ο αναγνώστης παραπέµπεται στην εργασία των Krasnosel’skiĭ 

και Pokrovskiĭ [10]. Ο υστερητικός τελεστής W  θα πρέπει να ικανοποιεί δύο θεµελιώδεις 
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συνθήκες: τη συνθήκη αιτιότητας και τη συνθήκη ανεξαρτησίας από την ταχύτητα επιβολής 

της διέγερσης, όπως περιγράφεται στην συνέχεια. 

2.3.2 Συνθήκη αιτιότητας ή ιδιότητα Volterra  

Η συνθήκη αιτιότητας ή ιδιότητα Volterra (causality or Volterra property) αφορά ακριβώς 

την εξάρτηση της τιµής εξόδου από την όλη χρονοϊστορία της συνάρτησης εισόδου µέχρι 

την υπόψη χρονική στιγµή. Έστω 1u , 2u  δύο συναρτήσεις εισόδου τέτοιες ώστε: 

 
( ) ( ) ( ) (

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1 2

0 0

1 2 1 2

, , , , 0,

if  in [0, ] then , ,

f

f

u w u w Dom t t

u u t u w t u w t

 ∀ ∈ ∀ ∈ 


   = =    

W

W W

 (2.3.3) 

Αυτό ουσιαστικά σηµαίνει πως δύο δεδοµένες χρονοϊστορίες εισόδου, πανοµοιότυπες από 

τη χρονική στιγµή έναρξης µέχρι την τρέχουσα αλλά πιθανόν διαφορετικές στη συνέχεια, θα 

µας δώσουν µία και µοναδική χρονοϊστορία εξόδου µέσω του τελεστή W  µέχρι την 

τρέχουσα χρονική στιγµή. Συνεπώς, η συνάρτηση εξόδου ( )w t  εξαρτάται µόνον από τις 

παρελθούσες τιµές της ( ) [ ] ( ) [ ]1 20, 0,t t
u u

τ τ
τ τ

∈ ∈
=  και την αρχική συνθήκη 

0
w  (Εικόνα 2.3.2). 

Ο τρόπος µε τον οποίο το παρελθόν επηρεάζει το µέλλον µιας απόκρισης χωρίζει τους 

υστερητικούς τελεστές σε δύο κατηγορίες: τους Μαρκοβιανούς τελεστές ή τελεστές µε 

τοπική µνήµη και τους µη-Μαρκοβιανούς τελεστές ή τελεστές µε µη-τοπική µνήµη [13]. 

Στους τελεστές µε τοπική µνήµη, το παρελθόν επηρεάζει το µέλλον µόνον µέσω της 

τρέχουσας τιµής της συνάρτησης εξόδου. Συνεπώς, σε κάθε εφικτή κατάσταση A  του 

συστήµατος αντιστοιχούν µία ή δύο καµπύλες του υστερητικού διαγράµµατος, οι οποίες 

καθορίζουν το µέλλον της απόκρισης σε περίπτωση αύξησης ή µείωσης της τιµής της 

συνάρτησης εισόδου (Εικόνα 2.3.3α). Αντίθετα, στην περίπτωση υστερητικών τελεστών µε 

µη-τοπική µνήµη, σε κάθε εφικτή κατάσταση του συστήµατος αντιστοιχεί µια απειρία 

καµπυλών οι οποίες καθορίζουν την µελλοντική εξέλιξη (Εικόνα 2.3.3β).  
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(α)

(β) (γ)
w

u

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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2 2 0

,

,

w t u w t

w t u w t
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 =  
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Εικόνα 2.3.2: Η συνθήκη αιτιότητας: (α) ∆ύο συναρτήσεις εισόδου µε  
διαφορετική εξέλιξη για t>t΄ (β) συναρτήσεις εξόδου (γ) υστερητικά διαγράµµατα 

w

A

u

w

u

A

 

Εικόνα 2.3.3: Καµπύλες µελλοντικής απόκρισης υστερητικού τελεστή  
(α) µε τοπική µνήµη (β) µε µη-τοπική µνήµη 
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2.3.3 Συνθήκη ανεξαρτησίας από την ταχύτητα 

Η συνθήκη ανεξαρτησίας από την ταχύτητα (rate independence) επιτάσσει πως η έξοδος 

( )w t  είναι ανεξάρτητη από τον ρυθµό επιβολής της εισόδου ( )u t . Με άλλους όρους, το 

υστερητικό διάγραµµα, δηλαδή το γράφηµα της εξόδου ( )w t  ως προς την είσοδο ( )u t , 

είναι ανεξάρτητο της ταχύτητας µε την οποία αυτό διαγράφεται. Συνεπώς, ο χρόνος µας 

ενδιαφέρει µόνον ως δείκτης της «διεύθυνσης» εξέλιξης του φαινοµένου ενώ η κλίµακα του 

χρόνου είναι αδιάφορη. 

Η µαθηµατική διατύπωση των παραπάνω παίρνει την µορφή: 

 

( ) ( ) [ ] (

( ) ( ) ( )( )

0

1 2

0 0

, ,  , 0,

If : 0, 0,  is an admissible transformation,

then , ( ) ,

f

f f

u w Dom t t t

t t

u w t u w t

φ

φ φ

 ∀ ∈ ∀ ∈ 
    →    


   =     �

W

W W

 (2.3.4) 

όπου : 0, 0,f ft tφ    →     ένας οποιοσδήποτε αποδεκτός χρονικός µετασχηµατισµός. Ως 

αποδεκτός χρονικός µετασχηµατισµός θεωρείται κάθε συνεχής αύξουσα συνάρτηση η οποία 

ικανοποιεί τις συνθήκες ( )0 0φ =  και ( )f ft tφ = . Στην Εικόνα 2.3.4 παρουσιάζονται δύο 

χρονοϊστορίες, εκ των οποίων η δεύτερη προκύπτει από την πρώτη εφαρµόζοντας τον 

µετασχηµατισµό ( ) 1.3
t tφ =  για [ ]0,1t∈ . Παρατηρείται ότι το προκύπτον υστερητικό 

διάγραµµα είναι κοινό και για τις δύο περιπτώσεις (Εικόνα 2.3.4γ). 

Εναλλακτικά, µπορεί να ειπωθεί ότι οι κλάδοι της υστερητικής απόκρισης εξαρτώνται 

µόνον από τα τοπικά ακρότατα της εισόδου ( )u t , ενώ η ταχύτητα (ή γενικότερα, ο τρόπος) 

µε τον οποίο αυτά επιτυγχάνονται δεν επηρεάζει την απόκριση [13]. Στην Εικόνα 2.3.5 

φαίνονται δύο διαφορετικές συναρτήσεις εισόδου, οι οποίες παρουσιάζουν την ίδια διαδοχή 

τοπικών ακρότατων. Λόγω της συνθήκης ανεξαρτησίας από την ταχύτητα, το διάγραµµα 

υστερητικής απόκρισης θα είναι κοινό. 
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(α)

(β)

(γ)

tf=1

tf=1t

,  u u φ�
u

u φ�

,  w wɶ

( )0,w u wφ=  
 ɶ �W

( )0,w u w=  
 W

,  u u φ�

,  w wɶ

 

Εικόνα 2.3.4: Η συνθήκη της ανεξαρτησίας από την ταχύτητα (α) αρχική και µετασχηµατισµένη 
χρονοϊστορία εισόδου (β) αντίστοιχες χρονοϊστορίες εξόδου (γ) κοινό υστερητικό διάγραµµα 

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονιστεί ότι οποιοσδήποτε τελεστής ικανοποιεί τις 

θεµελιώδεις συνθήκες των §2.3.2 και §2.3.3 θεωρείται εξ’ ορισµού υστερητικός. Επιπλέον, 

είναι σαφές ότι ένας υστερητικός τελεστής δεν µπορεί να λαµβάνει υπόψη φαινόµενα 

ιξώδους φύσης, τα οποία εξαρτώνται από την ταχύτητα. Αξίζει να σηµειωθεί πως κάποιοι 

ερευνητές, π.χ. Mayergoyz [12], χρησιµοποιούν τον όρο στατική υστέρηση για να 
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περιγράψουν φαινόµενα που έχουν µνήµη και δεν εξαρτώνται από την ταχύτητα. Αντίστοιχα, 

χρησιµοποιούν τον όρο δυναµική υστέρηση για να περιγράψουν φαινόµενα µε µνήµη τα 

οποία όµως εξαρτώνται από την ταχύτητα. Αυτή η ονοµατολογία χρησιµοποιείται κυρίως σε 

θέµατα Ηλεκτρολόγου Μηχανικού και δεν θα υιοθετηθεί στα πλαίσια της παρούσας 

διατριβής. 

 

( )1u t

t

( )2u t

t

 

Εικόνα 2.3.5: ∆ιαφορετικές συναρτήσεις εισόδου µε την ίδια διαδοχή τοπικών ακρότατων 

Πέραν των προαναφερθέντων, παρουσιάζονται στην συνέχεια µερικές ιδιότητες που 

χαρακτηρίζουν κατά περίπτωση ορισµένους υστερητικούς τελεστές. 

2.3.4 Ιδιότητα µονοτονικότητας 

Πρόκειται για εγγενή ιδιότητα των υστερητικών τελεστών, η οποία µπορεί να διατυπωθεί 

ως εξής: 

 

( ) ( ) [ ]

( )
[ ]

0

1 2

1 2

0

, ,  , (0, ]

if  is either non-decreasing or non-increasing in , ,

then so is ,

f
u w Dom t t t

u t t

u w

∀ ∈ ∀ ⊂





W

W

 (2.3.5) 

ή ισοδύναµα: 
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( ) ( )

( ) ( )

0 1,1

0

if ,  , 0, ,

then , 0 always everywhere in 0,  

f

f

u u w W t

du d
u w t

dt dt

 ∈



≥


W

W

 (2.3.6) 

όπου ( )1,1 0, fW t  ο χώρος Sobolev [49] των συναρτήσεων µε απόλυτα ολοκληρώσιµη 

πρώτη παράγωγο. Πρακτικά οι σχέσεις (2.3.5) και (2.3.6) εξασφαλίζουν πως η κλίση του 

υστερητικού διαγράµµατος είναι πάντοτε µη αρνητική, τόσο στον κλάδο φόρτισης όσο και 

στον κλάδο αποφόρτισης. Αν σε κάποιο σηµείο ορίζονται δύο κλίσεις, τότε πρέπει και οι δύο 

να είναι µη αρνητικές [50]. 

2.3.5 Ιδιότητα συνέχειας 

Η ιδιότητα της συνέχειας µπορεί να διατυπωθεί µε µαθηµατικούς όρους ως εξής: 

 

( ) ( ){ }
[ ]

( ) ( ) [ ]

0

0 0

f

0 0

f

,

if  uniformly in 0,t  and  

then , ,  uniformly in 0,t

n n
n

n n

n n

u w Dom

u u w w

u w u w

∈
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→ →


→

N

W

W W

 (2.3.7) 

2.3.6 Ιδιότητα υποσυνόλου 

Αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα των συνεχών υστερητικών τελεστών και µπορεί να 

διατυπωθεί ως εξής: 

 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

0

1 2

0

1 1

0

2 1 1 2 1

, , , (0, ]

setting : , ,  then 

, , ( )

fu w Dom t t t

w t u w t

u w t u t w t t t

∀ ∈ ∀ ⊂

  =  

    = + ⋅ −  

W

W

W W

 (2.3.8) 

Έστω πως για µία δεδοµένη συνάρτηση εισόδου ( )u t  υπολογίζεται η έξοδος σε µία 

ενδιάµεση χρονική στιγµή ( )1 1
t w t→  καθώς και στην τελική χρονική στιγµή ( )2 2

t w t→ . Η 

σχέση (2.3.8) δηλώνει πως αν η χρονοϊστορία εισόδου χωρισθεί σε δύο µικρότερες, τέτοιες 

ώστε: 
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( ]
( ]

1 1

2 1 2

, 0,

, ,

u u t t

u u t t t

≡ ∈

≡ ∈
 (2.3.9) 

µε ( )0

2 1
w w t= , τότε η έξοδος της 2u  την τελική χρονική στιγµή 2t  θα είναι η ίδια µε 

αυτή της αρχικής χρονοϊστορίας: ( ) ( )2 2 2
w t w t= . 

2.3.7 Ιδιότητα διατάξεως 

Η ιδιότητα διατάξεως µπορεί να διατυπωθεί µε µαθηµατικούς όρους ως εξής: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

1 1 2 2

0 0

1 2 1 2

0 0

1 1 2 2

, , , , (0, ]

if  in [0, ] and  then
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fu w u w Dom t t

u u t w w

u w t u w t
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≤ ≤
   ≤   

W

W W

 (2.3.10) 

Η ιδιότητα (2.3.10) µας δείχνει πως αν υπάρχει σαφής σχέση διάταξης µεταξύ δύο 

συναρτήσεων εισόδου σε κάποιο διάστηµα χρόνου, αυτή διατηρείται αναλλοίωτη στις 

αντίστοιχες εξόδους υπό την προϋπόθεση η ίδια σχέση διάταξης να διέπει και τις αρχικές 

τους συνθήκες. 

2.3.8 Υστερητικοί τελεστές µε εσωτερικές µεταβλητές 

Κατά την ανάπτυξη των παραπάνω ορισµών έγινε η σιωπηρή παραδοχή πως η εξέλιξη 

του φαινοµένου καθορίζεται πλήρως από την πληροφορία ( ) ( )( ),u t w t . Ενδέχεται όµως να 

υπάρξουν περιπτώσεις όπου η περιγραφή της κατάστασης ενός συστήµατος να απαιτεί τον 

προσδιορισµό ενός πλήθους µεταβλητών ,  1,..,rq r N= . Αυτές οι µεταβλητές µπορούν να 

ονοµαστούν εσωτερικές µεταβλητές κατάστασης (Ε.Μ.Κ.). Θεωρώντας το διάνυσµα q X∈ , 

όπου X  χώρος εφοδιασµένος µε κάποια νόρµα, η εξέλιξη των Ε.Μ.Κ. µπορεί να οριστεί ως 

εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),      and    t u t w t t = = 
0

q q qS T  (2.3.11) 

όπου  
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o 
0q  το διάνυσµα των αρχικών συνθηκών, 

o ( )0: 0, fC t X X  × → S  ο υστερητικός τελεστής, 

o : X → RT  ένας µετασχηµατισµός κατάστασης εξόδου (δίχως µνήµη). 

Ως εκ τούτου, ο τελεστής ( ) ( )0 0: 0, 0,f fC t X C t   × →   W  στην έκφραση 

( ) ( ) ( )0
,w t u t =  qW  ορίζεται µέσω της σχέσης (2.3.11). Οι Ε.Μ.Κ. οφείλουν την ονοµασία 

τους στο γεγονός ότι δεν είναι ελέγξιµες (controllable) και απαντώνται συχνά σε προβλήµατα 

πλαστικότητας, π.χ. Lemaitre και Chaboche [51]. Οι Ε.Μ.Κ. µπορούν να είναι είτε «φυσικές» 

µεταβλητές, οι οποίες αναπαριστούν µια φυσικοχηµική διαδικασία, είτε «φαινοµενολογικές» 

µεταβλητές οι οποίες, αν και δεν έχουν άµεση σχέση µε την µικροµηχανική του σώµατος, 

εντούτοις µπορούν να µετρηθούν σχετικά εύκολα [4].  

Οι ιδιότητες οι οποίες αναπτύχθηκαν στην προηγούµενη ενότητα εύκολα 

αναδιατυπώνονται ώστε να συµπεριλάβουν την θεώρηση Ε.Μ.Κ. Για παράδειγµα, η ιδιότητα 

υποσυνόλου µπορεί να γραφτεί ως: 
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 (2.3.12) 

2.4 Συναφή υστερητικά προσοµοιώµατα 

2.4.1 Το προσοµοίωµα Preisach 

Το προσοµοίωµα Preisach [14] αρχικά αναπτύχθηκε µε βάση κάποιες εύλογες υποθέσεις 

σχετικά µε την φύση του µαγνητισµού [13]. Θεωρούµε µια άπειρη οµάδα από απλούς 

υστερητικούς τελεστές ˆαβγ , κάθε ένας εκ των οποίων αναπαρίσταται από έναν ορθογωνικό 

βρόχο (Εικόνα 2.4.1α). Οι αριθµοί α  και β  µε a β≥  αντιστοιχούν στην «άνω» και «κάτω» 

θέση διακόπτη της συνάρτησης εισόδου u , αντίστοιχα. Η συνάρτηση εξόδου µπορεί να 

πάρει µόνο δύο τιµές, ήτοι +1 ή -1. Όταν η τιµή της εισόδου αυξάνεται µονοτονικά, 
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ακολουθείται ο κλάδος abcde . Αντίστοιχα, όταν η τιµή της εισόδου µειώνεται µονοτονικά, 

ακολουθείται ο κλάδος edfba . 

Σε κάθε απλό υστερητικό τελεστή α̂βγ  αντιστοιχεί µια συνάρτηση βάρους ( ),µ α β  η 

οποία ονοµάζεται συνάρτηση Preisach. Σύµφωνα µε την Εικόνα 2.4.1β, το προσοµοίωµα 

Preisach µπορεί να γραφεί ως: 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ,  w t u t u t d dαβα β
µ α β γ α β

≥
= Γ = ∫∫  (2.4.1) 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι, αν και το προσοµοίωµα Preisach προκύπτει από απλούς 

υστερητικούς τελεστές µε τοπική µνήµη, το ίδιο συχνά παρουσιάζει µη-τοπική µνήµη [13]. 

 

ˆ uαβγ

u

( )u t

1+

1−

αβ

a b c

d ef

ˆαβγ
( ),µ α β

ˆαβγ
( ),µ α β

ˆαβγ
( ),µ α β

∫
( )w t

 

Εικόνα 2.4.1: Προσοµοίωµα Preisach: (α) Απλός υστερητικός τελεστής  
(β) σχηµατική αναπαράσταση προσοµοιώµατος 

2.4.2 Το προσοµοίωµα Masing 

Το προσοµοίωµα Masing [15] απαρτίζεται από µια σειρά ελαστοπλαστικών συστηµάτων 

συνδεδεµένων παράλληλα. Αυτά παρουσιάζουν την ίδια ελαστική δυσκαµψία αλλά 

διαφορετικά σηµεία διαρροής. Στην αρχική διατύπωση του προσοµοιώµατος ο Masing 

υπέθεσε ότι, αν η αρχική καµπύλη φόρτισης ενός συστήµατος περιγράφεται από την 
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συνάρτηση ( ), 0f r x = , όπου r  η δύναµη επαναφοράς η οποία αντιστοιχεί σε µετατόπιση 

x , τότε οι καµπύλες φόρτισης και αποφόρτισης του ίδιου συστήµατος σε σταθερή 

κατάσταση υπό ανακυκλιζόµενη φόρτιση θα έχουν την ίδια γεωµετρική µορφή, µεγεθυµένη 

µε συντελεστή δύο και στις δύο κατευθύνσεις: 

 0 0,
2 2

r r x x
f

− − 
 
 

 (2.4.2) 

όπου, ( )0 0
,x r  το σηµείο αναστροφής του υπόψη κλάδου. Κατά την διάρκεια τυχαίας 

µεταβατικής φόρτισης, το προσοµοίωµα Masing παρουσιάζει αλλαγές στην απόκριση χωρίς 

φυσική αιτία. Για την αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος, ο Jayakumar [16] πρότεινε την 

χρήση δύο επιπλέον κανόνων οι οποίοι αφορούν ολοκληρωµένους και µη-ολοκληρωµένους 

υστερητικούς βρόχους. Αποδεικνύεται ότι το νέο προσοµοίωµα µπορεί επίσης να περιγράψει 

πλήρως την υστερητική συµπεριφορά του προσοµοιώµατος του Iwan [17]. 

2.4.3 Το προσοµοίωµα Kuhn 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι υπάρχουν ιξοελαστικά προσοµοιώµατα των οποίων η 

συµπεριφορά είναι σχεδόν ανεξάρτητη από την συχνότητα φόρτισης (almost frequency 

independent). Μια τέτοια περίπτωση είναι το τροποποιηµένο προσοµοίωµα Kuhn [59] καθώς 

και το γενικευµένο προσοµοίωµα Kuhn [60]. Τα προσοµοιώµατα αυτά προβλέπουν µια 

σχεδόν σταθερή εφαπτοµένη απωλειών (loss tangent) για ένα ευρύ φάσµα συχνοτήτων, το 

οποίο είναι χαρακτηριστικό πολλών υλικών. 

2.5 Εµπειρικά υστερητικά προσοµοιώµατα 

Για λόγους πληρότητας κρίνεται απαραίτητη η παρουσίαση µιας κατηγορίας υστερητικών 

προσοµοιωµάτων τα οποία δεν βασίζονται σε υστερητικούς τελεστές. Αντίθετα, ο ορισµός 

τους βασίζεται σε µια εµπειρική προσέγγιση των φαινοµένων.  
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Εικόνα 2.5.1: Ποιοτική αναπαράσταση φαινοµένων: (α) απλός υστερητικός βρόχος 
(β) στένωση (γ) µείωση της αντοχής (δ) µείωση της δυσκαµψίας 

Τα προσοµοιώµατα αυτά είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένα και µπορούν να διακριθούν σε δύο 

υποκατηγορίες: τα πολυγραµµικά και τα πολυκαµπυλόγραµµα προσοµοιώµατα. Τα πλέον 

εξελιγµένα εξ’ αυτών αντιµετωπίζουν µε επιτυχία φαινόµενα µείωσης της δυσκαµψίας 

(stiffness degradation), µείωσης της αντοχής (strength deterioration) και στένωσης του 

διαγράµµατος δύναµης – µετατόπισης (pinching), τα οποία αναπαριστώνται ποιοτικά στην 

Εικόνα 2.5.1. 

2.5.1 Πολυγραµµικά υστερητικά προσοµοιώµατα 

Μια κατηγορία υστερητικών προσοµοιωµάτων η οποία χρησιµοποιείται κατ’ εξοχήν σε 

εφαρµογές Μηχανικής είναι τα λεγόµενα πολυγραµµικά υστερητικά προσοµοιώµατα. Σε 

αυτά, κάθε κλάδος του διαγράµµατος δύναµης – µετατόπισης ακολουθεί µια κατάλληλη 

γραµµική σχέση, ανάλογα µε την ιστορία της απόκρισης. Τα πολυγραµµικά προσοµοιώµατα 
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είναι σχετικά εύκολα στην περιγραφή τους, συνήθως όµως κατά την υλοποίησή τους 

απαιτούν την διατήρηση µεγάλου αριθµού πληροφοριών, ιδιαίτερα σε ανακυκλιζόµενες 

φορτίσεις, µε αποτέλεσµα η εφαρµογή τους να καθίσταται περίπλοκη. Αν και παρέχουν 

αρκετά αδρή προσοµοίωση των πειραµατικών δεδοµένων, χρησιµοποιήθηκαν και 

χρησιµοποιούνται ευρέως λόγω της απλότητας της διατύπωσής τους. 

Το απλούστερο προσοµοίωµα αυτής της κατηγορίας είναι το γνωστό διγραµµικό 

προσοµοίωµα. Σε αυτό οι Clough και Johnston [19] προσέθεσαν έναν µηχανισµό µείωσης της 

δυσκαµψίας. Στην περίπτωση επαναφόρτισης µετά από µερική αποφόρτιση πρότειναν έναν 

κανόνα ο οποίος οδηγούσε σε µη ρεαλιστική συµπεριφορά, όπως σηµειώθηκε από τους 

Riddell και Newmark [20] αλλά και από τους Filippou και Issa [21]. Το πρόβληµα 

αντιµετωπίζεται εάν ο κλάδος της επαναφόρτισης ακολουθεί αυτόν της αποφόρτισης µέχρις 

ότου τµήσει τον αρχικό µονοτονικό κλάδο [21], ή στη γενικότερη περίπτωση µέχρι το σηµείο 

της τελευταίας αλλαγής πρόσηµου ταχύτητας [20]. Εξ’ άλλου, ένα µειονέκτηµα του 

προσοµοιώµατος είναι η σταθερή δυσκαµψία αποφόρτισης. Ο Anagnostopoulos [22] 

πρότεινε µια παραλλαγή του προσοµοιώµατος µε διαφορετική αντιµετώπιση του ποσοστού 

απόσβεσης ενώ οι Wang και Shah [23] προσέθεσαν έναν µηχανισµό µείωσης της 

δυσκαµψίας και της αντοχής που βασίζεται στην συσσωρευµένη βλάβη που έχει υποστεί το 

µέλος. 

Το επιτυχηµένο προσοµοίωµα των Takeda et al. [24] ανήκει επίσης σε αυτή την 

κατηγορία. Οι Otani [25] και Litton [26] παρουσίασαν απλούστερες εκδοχές του οι οποίες 

περιορίζουν το πλήθος των απαραίτητων κανόνων σε εννέα και δώδεκα, αντίστοιχα.  

Το προσοµοίωµα Q-hyst κατά Saiidi και Sozen [27] βρέθηκε ότι παρέχει προσοµοίωση 

των πειραµατικών δεδοµένων αντίστοιχη του αρκετά πολυπλοκότερου προσοµοιώµατος 

Takeda.  

Το προσοµοίωµα των Mahin και Lin [28] βασίζεται επίσης στο διγραµµικό προσοµοίωµα, 

στο οποίο έχει προστεθεί ένας µηχανισµός µείωσης της δυσκαµψίας. 
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Το προσοµοίωµα των Roufaiel και Meyer [29] βασίζεται σε ένα διγραµµικό κορµό ενώ 

έχει προστεθεί ένας κανόνας που αντιµετωπίζει το φαινόµενο στένωσης. Μια ενδιαφέρουσα 

παραλλαγή του προσοµοιώµατος αυτού από τους Chung et al. [30] εµβαθύνει στα 

φαινόµενα µείωσης της αντοχής και της δυσκαµψίας διατοµών οπλισµένου σκυροδέµατος. 

Το προσοµοίωµα των Park et al. [31] περιλαµβάνει µείωση της αντοχής, της δυσκαµψίας 

αλλά και το φαινόµενο της στένωσης. Η καινοτοµία του συνίσταται στην χρήση ενός 

βοηθητικού σηµείου περιστροφής για την χάραξη του κλάδου αποφόρτισης. Μια παραλλαγή 

του προσοµοιώµατος από τους Reinhorn et al. [32] προτείνει διαφορετική αντιµετώπιση του 

φαινοµένου της στένωσης. 

Το προσοµοίωµα των Costa και Costa [34] αποτελεί γενίκευση του προσοµοιώµατος 

Takeda έτσι ώστε να είναι εφικτή η περιγραφή του φαινοµένου της στένωσης και της 

µείωσης της αντοχής. 

Το προσοµοίωµα Coelho και Carvalho [35] χρησιµοποιεί µια διγραµµική µονοτονική 

καµπύλη φόρτισης και αντιµετωπίζει τα φαινόµενα µείωσης της αντοχής, µείωσης της 

δυσκαµψίας αλλά και το φαινόµενο της στένωσης. 

Το προσοµοίωµα του Mostaghel [33] χρησιµοποιεί πολλαπλές συναρτήσεις τύπου 

Heaviside για την περιγραφή υστερητικών συστηµάτων. Αντιµετωπίζει τα φαινόµενα µείωσης 

της αντοχής, µείωσης της δυσκαµψίας, στένωσης αλλά και παραµορφωσιακής κράτυνσης. 

2.5.2 Πολυκαµπυλόγραµµα υστερητικά προσοµοιώµατα 

Κατ’ αναλογία µε τα πολυγραµµικά προσοµοιώµατα, τα πολυκαµπυλόγραµµα υστερητικά 

προσοµοιώµατα χρησιµοποιούν κατάλληλες µη γραµµικές αλγεβρικές σχέσεις για να 

περιγράψουν κάθε κλάδο της απόκρισης.  

Το προσοµοίωµα των Eligehausen et al. [36] για ράβδους οπλισµού που παρουσιάζουν 

ολίσθηση ανήκει σε αυτήν την κατηγορία. Ένα παρόµοιο προσοµοίωµα χρησιµοποιήθηκε από 

τους Salari και Spacone [37] για την περίπτωση συνδέσεων σκυροδέµατος – χάλυβα, µε την 
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διαφορά ότι η περιβάλλουσα απόκρισης καθορίζεται από έναν ανερχόµενο και έναν 

κατερχόµενο κλάδο (µε παραµορφωσιακή χαλάρωση). Η συναρµογή µεταξύ των κλάδων 

επιτυγχάνεται µε κατάλληλες καµπύλες Bernstein – Bezier [38]. Τέλος, σε αυτή την 

κατηγορία ανήκει και το προσοµοίωµα των Elnashai και Elghazouli [39], το οποίο 

εφαρµόζεται σε σύµµικτες κατασκευές. 
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3.1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται µια ανασκόπηση των κυριότερων προσοµοιωµάτων 

τύπου Bouc-Wen που έχουν παρουσιασθεί κατά καιρούς στην βιβλιογραφία. Επισηµαίνονται 

τα βασικά τους χαρακτηριστικά και αναλύεται ο τρόπος µε τον οποίο ενσωµατώνονται 

φαινόµενα όπως η µείωση της αντοχής, η µείωση της δυσκαµψίας, η στένωση, η ασύµµετρη 

συµπεριφορά κατά την φόρτιση προς την θετική και την αρνητική κατεύθυνση, η 

παραµορφωσιακή κράτυνση κ.α. Όπου κρίνεται απαραίτητο, προτείνονται απλές 

τροποποιήσεις οι οποίες αντιµετωπίζουν αποτελεσµατικά τις διάφορες αδυναµίες τους. 

3.2 Προσοµοίωµα Bouc 

3.2.1 Αρχικό προσοµοίωµα Bouc (1966) 

Ο Bouc [5]-[9] µελέτησε τη συµπεριφορά ενός µονοβάθµιου συστήµατος υπό την 

επίδραση µιας υστερητικής δύναµης επαναφοράς ( )w t  η οποία δίνεται από την σχέση: 

 ( ) [ ]( )w t u t= B  (3.2.1) 

όπου: 

o u  µία οποιαδήποτε συνάρτηση εισόδου, 

o w  η αντίστοιχη συνάρτηση εξόδου, 

o [ ]uB  ο υστερητικός τελεστής του Bouc. 

Για λόγους απλότητας, η σχέση (3.2.1) θα υπονοεί χρήση υστερητικού τελεστή τόσο µίας 

όσο και περισσότερων εσωτερικών µεταβλητών κατάστασης (§2.3.8). Επιπλέον, υπονοείται 

η εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες 
0

w  χωρίς περαιτέρω αναφορά. 

Έστω m  η µάζα του συστήµατος και 0t , 
f

t , η στιγµή αρχής και τέλους της διέγερσης, 

αντίστοιχα. Αν 
0 ,t ft I t t ∈ =   η τρέχουσα χρονική στιγµή, τότε είναι: 
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( ) ( )

( ) [ ]( )

2

2

d u
m w t p t

dt

w t u t


+ =


 = B

 (3.2.2) 

όπου ( )p t  η δύναµη διέγερσης, φραγµένη στο tI . Στην αρχική διατύπωση του Bouc η 

µάζα του συστήµατος θεωρήθηκε µοναδιαία. 

Σκοπός του Bouc ήταν η εύρεση µιας µονοσήµαντης διατύπωσης του τελεστή [ ]uB . 

Ξεκινώντας από τη διατύπωση του Volterra [41] για µία ενδογενή δύναµη επαναφοράς και 

δεδοµένου πως το πρόβληµα αφορούσε υστερητική συµπεριφορά υλικού, απαίτησε: 

 ( ) ( ) ( ) [ ]( )
0

,  

t

t

w t t t΄ du t΄ u tµ= =∫ B  (3.2.3) 

όπου µ  ενδογενής πυρήνας και 't  οποιαδήποτε χρονική στιγµή (dummy time) ανάµεσα 

στο 0t  και το t . Παράλληλα θεώρησε πως: 

 ( ) ( ), ' 't t t tµ µ= −  (3.2.4) 

το οποίο υποδεικνύει ότι το υλικό δεν παρουσιάζει γήρανση (non-aging material). Ο 

αναγνώστης µπορεί να παρατηρήσει οµοιότητες των παραπάνω σχέσεων µε τις αντίστοιχες 

της ιξοελαστικότητας (viscoelasticity). 

Εξ ορισµού, ο πυρήνας µ  είναι µια φραγµένη, συνεχής και φθίνουσα συνάρτηση του 

χρονικού βήµατος 't t t∆ = − : 

 ( ) ( )
0 ,  0

t

t

t

d

d

µ
µ

∆
≤ ∆ ≤ ∞ ≤

∆
 (3.2.5) 

Εφόσον το άνω όριο του ολοκληρώµατος της σχέσης (3.2.3) είναι η τρέχουσα χρονική 

στιγµή t , ο τελεστής [ ]uB  πληροί την συνθήκη αιτιότητας (§2.3.2) ή αλλιώς είναι ένας 

τελεστής Volterra. Μολαταύτα, η παρουσία του Νευτώνειου χρόνου στη σχέση (3.2.3) 

καθιστά τον τελεστή εξαρτώµενο του ρυθµού επιβολής της διέγερσης (§2.3.3). Ο Bouc 

πρότεινε τον παρακάτω ορισµό του [ ]uB  συναρτήσει της «εσωτερικής» (µη Νευτώνειας) 



Κεφάλαιο 3 : Υστερητικά Προσοµοιώµατα Τύπου Bouc-Wen 

 

 

 63 

χρονικής µεταβολής u∆ . Η µεταβολή αυτή πρέπει να σχετίζεται µε τη χρονοϊστορία των 

επιβαλλόµενων παραµορφώσεων ( )u t  ώστε πράγµατι ο τελεστής να προκύψει ανεξάρτητος 

του ρυθµού επιβολής της διέγερσης. Συνεπώς η σχέση (3.2.3) γράφεται: 

 ( ) ( )( ) ( ) [ ]( )
0

,

t

u

t

w t t t΄ du t΄ u tµ= ∆ =∫ B  (3.2.6) 

όπου πλέον ο πυρήνας µ  είναι µια φραγµένη, θετική, συνεχής και µη φθίνουσα 

συνάρτηση του u∆ : 

 ( ) ( )
0 ,  0

u

u

u

d

d

µ
µ

∆
≤ ∆ ≤ ∞ ≤

∆
 (3.2.7) 

Το εσωτερικό χρονικό βήµα u∆  ορίζεται µε τη σειρά του ως µια θετική γνησίως αύξουσα 

συνάρτηση καθώς ο Νευτώνειος χρόνος 't  αποµακρύνεται από τον χρόνο t . Φυσικά το 

χρονικό βήµα u∆  πρέπει να οριστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να επιτευχθεί το ζητούµενο, 

δηλαδή ένας τελεστής B  ανεξάρτητος του ρυθµού επιβολής της διέγερσης. Για παράδειγµα, 

στην περίπτωση κατά την οποία: 

 :
u

du du
d du dt dt d

dt dt
θ∆ = = = =ɶ

ɶ
 (3.2.8) 

µε ( )t tϕ=ɶ , ο τελεστής B  είναι συνεπής µε την συνθήκη της §2.3.3. 

Ο Bouc θέλησε να φέρει τον τελεστή του ακόµα πιο κοντά στη φυσική του ερµηνεία. 

Έστω k  µη αρνητική ποσότητα και f , Φ  δύο βαθµωτές συναρτήσεις οι οποίες 

ικανοποιούν τις ακόλουθες συνθήκες: 

 
( )
( )

1 2 1 1 2

1 2 2 1 2

: ;  (0) 0;  ( ) ( )

: ;  (0) 0;  ( ) ( )

f f f u f u K A u u

u u K A u u

→ = − ≤ −

Φ → Φ = Φ −Φ ≤ −

R R

R R
 (3.2.9) 

για κάθε 0A >  και 
1 2

,u u A<  µε ( )1
K A , ( )2

K A  δύο θετικές µεταβλητές, δεδοµένες 

για συγκεκριµένη τιµή του A . Η δύναµη επαναφοράς ( )w w t=  µπορεί τότε να γραφεί ως : 



Ανελαστική ∆υναµική Ανάλυση Φορέων µε Προσοµοίωση κατά Bouc-Wen 

 

 

64 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
0

 

,  

t

u

t

w t k u t f u t z t

z t t t΄ du u t΄µ

 = + +



= ∆ Φ


∫
 (3.2.10) 

Είναι πλέον εµφανές πως στη σχέση (3.2.10) η συνάρτηση f  παίζει το ρόλο µιας µη 

γραµµικής ελαστικής δύναµης επαναφοράς ενώ ο όρος ( )z t  εκφράζει την εξάρτηση της 

απόκρισης από την χρονοϊστορία της διέγερσης (ανελαστική συνιστώσα). Ο όρος Φ  

ουσιαστικά «φιλτράρει» τη χρονοϊστορία των παραµορφώσεων ώστε η παράµετρος z  να 

προκύψει ανεξάρτητη του ρυθµού µεταβολής της διέγερσης. 

Το ολοκλήρωµα της σχέσης (3.2.10) είναι ένα ολοκλήρωµα Lebesgue – Stieltjes [42] το 

οποίο υιοθετεί την ακόλουθη µορφή κατά Riemann: 

 ( ) ( )( ) ( )( )
( )

0

t
d du

z t z t t d
du d

θ

θ µ θ θ θ
θ

Φ′ ′= = −
′∫  (3.2.11) 

όπου θ  εσωτερικός χρόνος που ικανοποιεί τη συνθήκη (3.2.8). Η παραπάνω σχέση είναι 

ισοδύναµη της: 

 ( ) ( )
0

d du
z d

du d

θ

θ µ θ θ θ
θ

Φ′ ′= −
′∫  (3.2.12) 

χάρις στην αρχή της ανεξαρτησίας. 

Πλέον η (3.2.2) µπορεί να πάρει την ακόλουθη µορφή: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )

2

2

0

 

t

d w
m w t p t

dt

w t k u t f u t z t

d du
z t t d

du d

θ

µ θ θ θ
θ


 + =

 = + +


Φ ′ ′= − ′
∫

 (3.2.13) 

Ο Bouc επέλεξε µια µεταβολή u∆  τέτοια ώστε: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ), :

t t

t

u t

t t

du
t t t t d d V u

d
θ θ θ θ θ τ τ

τ ′
′ ′

′ ′ ′∆ = − = − = = =∫ ∫  (3.2.14) 

όπου 
t

tV u′  η λεγόµενη ολική µεταβολή του u  στο χρονικό διάστηµα [ ],t t′ . Εύκολα 

αποδεικνύεται πως ο παραπάνω ορισµός είναι ισοδύναµος του: 

 ( ) ( )d duθ τ τ=  (3.2.15) 

Η συνάρτηση πυρήνα µπορεί να λάβει οιαδήποτε µορφή. Μολαταύτα, αποδεικνύεται πως 

η διαφορική µόρφωση του τελεστή [ ]uB  είναι πάντοτε δυνατή αν ο πυρήνας είναι εκθετική 

συνάρτηση. Ακολουθεί η απόδειξη της πρότασης αυτής, αρχικά για ένα απλό εκθετικό 

µονώνυµο και εν συνεχεία για τη γενική περίπτωση. 

3.2.2 Η περίπτωση του εκθετικού µονώνυµου 

Θεωρούµε την απλή περίπτωση κατά την οποία: 

 ( ) ( )0,  0,  k f t u u= = Φ =  (3.2.16) 

Αντικαθιστώντας στην (3.2.13) προκύπτει : 

 ( ) ( ) ( )( )
( )

0

t
du

w t z t t d
d

θ

µ θ θ θ
θ

′ ′= = −
′∫  (3.2.17) 

Λαµβάνουµε επίσης πυρήνα της µορφής: 

 ( ) ,   , 0Ae Aβθµ θ β−= >  (3.2.18) 

ο οποίος ικανοποιεί τις απαιτήσεις (3.2.7). 

Παραγωγίζοντας την εξίσωση (3.2.17) προκύπτει: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

0

0

( )

( ) ( )

Ae du
dz Ae du d d

d

du
Adu Ae d d

d

β θ θθ
β θ θ

θ θ
θ

θ
β θ θ

θ

θ
θ θ θ θ

θ θ

θ
θ β θ θ

θ

′− −
′− −

′=

′− −

 ∂ ′
 ′ ′ = −  ′∂  

 ′
′= −  

′  

∫

∫

 (3.2.19) 
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Λαµβάνοντας υπόψη την εξίσωση (3.2.17) προκύπτει: 

    dz A du z dβ θ= −  (3.2.20) 

ή ισοδύναµα: 

    
dz du d

A z
dt dt dt

θ
β= −  (3.2.21) 

Επιβάλλοντας τη συνθήκη (3.2.15) προκύπτει η βασική διαφορική µορφή του 

προσοµοιώµατος Bouc: 

 ( )  sgn          , 0
dz du

A z du A
dt dt

β β= − >    (3.2.22) 

ενώ η σχέση (3.2.13) γίνεται: 

 

( ) ( )

[ ]

2

2

  sgn( )

d u
m w t p t

dt

dw dz du
A z du

dt dt dt
β


+ =


 = = −


 (3.2.23) 

3.2.3 Η περίπτωση του εκθετικού πολυωνύµου 

Στη γενική περίπτωση ο πυρήνας µπορεί να είναι της µορφής: 

 ( ) ( )( )

1

  i

N
t

i

i

A e
β θ θµ θ ′− −

=

=∑  (3.2.24) 

όπου N  πεπερασµένος φυσικός αριθµός και iA , iβ  τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι 

συνθήκες (3.2.5). Υποθέτοντας ότι ( )u uΦ =  οι σχέσεις (3.2.13) γίνονται: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

( )

10

 

  

t N
t

i

i

d w
m w t p t

dt

w t k u t f u t z t

du
z t A e d

d

θ
β θ θ θ

θ
′− −

=


 + =



= + +


  ′=   ′ 
∑∫

 (3.2.25) 
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Όµοια µε πριν, µέσω της (3.2.15) προκύπτει: 

 ( )
1 1

  sgn
N N

i
i i i

i i

dzdz du
A z du

dt dt dt
β

= =

= =  −  ∑ ∑  (3.2.26) 

Κάθε µεταβλητή iz  προσδιορίζεται από τη σχέση: 

 ( )  sgni
i i i

dz du
A z du

dt dt
β=  −    (3.2.27) 

Η εξίσωση (3.2.13) γίνεται: 

 

( )

( )

2

2
1

 

 sgn

N

i

i

i
i i i

d w
m k u f u z p

dt

dz du
A z du

dt dt
β

=

+ + + =

=  −  

∑
 (3.2.28) 

Στην ειδική περίπτωση όπου η διέγερση ( )p t  είναι περιοδική, ο Bouc απέδειξε πως 

µπορεί να καθοριστεί ένας ασυµπτωτικός βρόχος µε πλάτος U  [9]. Το γράφηµα ( ),
D

u w  

του κλάδου αποφόρτισης δίνεται από τη σχέση: 

 ( )
( )

2
1

( )  1 2 ,  
1

i

i

U uN
i

D U
i i

A e
w u k u f u U u U

e

β

ββ

−

−
=

 
= + + − + − ≤ ≤ 

+ 
∑  (3.2.29) 

Ο κλάδος φόρτισης είναι συµµετρικός µε τον κλάδο αποφόρτισης ως προς την αρχή των 

αξόνων στο επίπεδο ( ),u w . Επιπρόσθετα, ο Bouc καθόρισε τις ενεργειακές απώλειες του 

συστήµατος οι οποίες ισούνται µε το εµβαδόν της περικλειόµενης από τον βρόχο περιοχής: 

 ( ) ( ) ( ) 

1

tanh
2  4

NU
ii

D
U

i i i

UA
W U w u du U

β
β β−

=

 
= − = − 

 
∑∫  (3.2.30) 

Σηµειώνεται πως ο Bouc απέδειξε τις σχέσεις (3.2.29) και (3.2.30) για την περίπτωση 

κατά την οποία d duθ = . 
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3.2.4 Μια γενικότερη περίπτωση 

Έστω ότι η συνάρτηση Φ  είναι της γενικής µορφής ( )uΦ = Φ , ικανοποιώντας φυσικά 

και τις συνθήκες (3.2.9), ενώ η συνάρτηση πυρήνα είναι της µορφής (3.2.18). 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε τις δύο παραπάνω περιπτώσεις προκύπτει η ακόλουθη 

διαφορική εξίσωση: 

   
dz d du d

A z
dy du dt dt

θ
β

Φ
= −  (3.2.31) 

η οποία αποτελεί τη γενική περίπτωση της (3.2.21). Κατά συνέπεια η (3.2.13) γίνεται: 

 ( )

2

2

 

  

d u
m w p

dt

w k u f u z

dz d du d
A z

dt du dt dt

θ
β


+ =


= + +

 Φ = −


 (3.2.32) 

Η παραπάνω σχέση µπορεί να ξαναγραφεί έτσι ώστε να µην απαιτείται ο έµµεσος 

καθορισµός της µεταβλητής z : 

 
( ) ( ) ( )( )

2

2

 

d u
m w p

dt

d u df udw du d
A k w k u f u

dt du du dt dt

θ
β


+ =


  Φ  = + + − − −   

 (3.2.33) 

Μέσω της υπόθεσης d duθ =  τελικά προκύπτει: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2

sgn  

d u
m w p

dt

d u df udw du du
A k du w k u f u

dt du du dt dt
β


+ =


  Φ  = + + − − −   

 (3.2.34) 

Πέραν του προσοµοιώµατος που παρουσιάστηκε, ο Bouc παρουσίασε δύο εναλλακτικά 

προσοµοιώµατα. Για την παρουσίαση αυτών η σχέση (3.2.33) µπορεί να ξαναγραφεί για 

0f =  και ( )u uΦ =  ως εξής: 
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( )( ) ( )

 

 

 

,sgn   sgn

m u w p

w k u z

z K u

dz
K K z du A z du

du
β

+ =
 = +
 =

 = = = −


ɺɺ

ɺɺ  (3.2.35) 

όπου: 

o 0k >  είναι η µετελαστική δυσκαµψία, 

o A , β  σταθερές του προσοµοιώµατος, 

o ( ) ɺ  το σύµβολο της παραγώγισης ως προς τον χρόνο. 

Με βάση την σχέση (3.2.35), το αρχικό προσοµοίωµα Bouc [6] απαιτεί τρεις 

παραµέτρους. 

3.2.5 Τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc 2 (1967) 

Ο Bouc [6] παρουσίασε επίσης το παρακάτω προσοµοίωµα ως µία εναλλακτική έκδοση 

του προηγούµενου: 

 

( )( ) ( )

 

 

 

,sgn   sgn

m u w p

w k u z

z K u

dz
K K z du A z du z

du
β γ

+ =
 = +
 =

 = = = − −


ɺɺ

ɺɺ  (3.2.36) 

όπου: 

o 0k >  είναι η µετελαστική δυσκαµψία, 

o A , 0β > , γ β<  σταθερές του προσοµοιώµατος, 

o ( ) ɺ  το σύµβολο της παραγώγισης ως προς τον χρόνο. 

Η παραπάνω έκφραση επιτρέπει καλύτερο έλεγχο πάνω στη µορφή των βρόχων και 

ιδιαίτερα στους κλάδους αποφόρτισης. Η αρχική κλίση αποφόρτισης µπορεί να προσεγγίσει 
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την αρχική κλίση φόρτισης A . Ουσιαστικά η παραπάνω ιδιότητα απετέλεσε απαίτηση 

επιβεβληµένη από µια σειρά πειραµάτων αντοχής υλικών. 

3.2.6 Τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc 3 (1971) 

Το 1971 ο Bouc [9] πρότεινε το ακόλουθο προσοµοίωµα το οποίο µπορεί να 

αναπαραγάγει το φαινόµενο στένωσης. Θέτοντας 0k =  και 1A =  στην (3.2.34) κατέληξε 

στην: 

 

( )

( )( ) ( ) ( )

 

 

, ,sgn   sgn

m u w p

w f u z

z K u

d u
K K u z du z du

du
β

+ =
 = +
 =


Φ = = −


ɺɺ

ɺɺ  (3.2.37) 

µε την συνάρτηση ( )uΦ  να είναι: 

 
( )

( )

( )
( ) ( )

0 0

0 0

0 0

0 0, 0  

 

B u u u u

u u u B u

B u u u u

f u B u u

 − >
 
Φ = < > >
  + < −
 = −Φ

 (3.2.38) 

όπου: 

o B , β  παράµετροι υστέρησης, 

o 
0u  παράµετρος στένωσης. 

3.3 Προσοµοίωµα Bouc-Wen 

3.3.1 Αρχικό προσοµοίωµα Wen (1976) 

Το 1976 ο Wen [1] παρουσίασε µια τροποποιηµένη εκδοχή του προσοµοιώµατος του 

Bouc [6]. Είναι µε αυτή την µορφή που αναγνωρίστηκε η χρησιµότητά του και 

χρησιµοποιήθηκε ευρέως για την περιγραφή υστερητικών φαινοµένων. Η συνεισφορά του 
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Wen θεωρείται από κάποιους ερευνητές καθοριστική, σε σηµείο που να αποκαλούν το 

προσοµοίωµα Wen-Bouc [68]. Η ονοµασία αυτή τελικά δεν υιοθετήθηκε από την 

επιστηµονική κοινότητα.  

Το αρχικό προσοµοίωµα του Wen [1] µπορεί να εκφραστεί ως: 

 

( ) ( )

( )( ) ( )( )
 

,sgn sgn  
n

w h u f u z

z K u

K K z du A z z duγ β

 = + +


=


= = − +

ɺ

ɺɺ  (3.3.1) 

όπου: 

o A , β , γ , n  παράµετροι του προσοµοιώµατος, 

o ( )h uɺ  µη γραµµικός όρος εξαρτώµενος από την ταχύτητα, 

o ( )f u  µη γραµµικός ελαστικός όρος. 

Ο Wen θεώρησε δύο περιπτώσεις, ήτοι η παράµετρος n  να είναι είτε άρτιος είτε περιττός 

ακέραιος αριθµός. Όµως είναι φανερό ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιαδήποτε θετική 

πραγµατική τιµή, κάτι το οποίο οδηγεί σαφώς σε µια γενικότερη θεώρηση [18]. 

3.3.2 Τροποποιηµένο προσοµοίωµα Wen (1980) 

Ο Wen [52] παρουσίασε µια ελαφρά διαφοροποιηµένη διατύπωση του αρχικού 

προσοµοιώµατός του, θεωρώντας τις εξής υστερητικές παραµέτρους: ,A  a , 0K , β , γ , n . 

Το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων γίνεται πλέον: 

 

( )( ) ( ) ( )( )

0

0

 

   

 

,sgn 1  sgn  
n

m u w p

w c u K u z

z K u

K K z du K A z z du

α

α γ β

+ =
 = + +
 =


  = = − − + 

ɺɺ

ɺ

ɺɺ  (3.3.2) 
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Η νέα παράµετρος a  αναπαριστά τον λόγο της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την 

αρχική δυσκαµψία. Σηµειώνεται ότι η παρουσία των παραµέτρων A  και 0K  στην ίδια σχέση 

αποτελεί πλεονασµό [62], κάτι το οποίο δεν έγινε αντιληπτό. 

3.3.3 Προσοµοίωµα Baber-Wen (1981) 

Οι Baber και Wen [53] παρουσίασαν µια ακόµα τροποποιηµένη έκδοση του 

προσοµοιώµατος, η οποία λαµβάνει υπόψη τόσο το φαινόµενο της µείωσης της αντοχής όσο 

αυτό της µείωσης της δυσκαµψίας κατά την ανακυκλιζόµενη φόρτιση. 

Το προσοµοίωµα Baber-Wen µπορεί να γραφεί ως: 

 

( )( ) ( )( )

0

0

 

  

(1 )
,sgn , sgn

n

m u w p

w c u K u z

z K u

e z u

K
K K z du e A z z du

α

α
ν γ β

η

+ =
 = + +
 =


=
 −  = = − +  

ɺɺ

ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ
 (3.3.3) 

όπου ν  και η  παράµετροι οι οποίες ελέγχουν την αποµείωση αντοχής και δυσκαµψίας 

αντίστοιχα. Ο όρος A  µπορεί επίσης να διατυπωθεί κατάλληλα ώστε µε τη σειρά του να 

ελέγχει επίσης την εξέλιξη των δύο παραπάνω φαινοµένων. Οι συγγραφείς πρότειναν τις 

παρακάτω συσχετίσεις µεταξύ των παραµέτρων A , ν , η  και των απωλειών ενέργειας του 

συστήµατος: 

 

( )
( )
( )

0

0

0

A
A A e A e

e e

e e

ν

η

δ

ν ν ν δ

η η η δ

 = = −


= = +


= = +

 (3.3.4) 

όπου 0A , 0ν , η  είναι οι αρχικές τιµές των αντιστοίχων ποσοτήτων και e  οι συνολικές 

ενεργειακές απώλειες. Στην πρωτότυπη εργασία των Baber-Wen η ποσότητα e  ορίζεται ως 

µία γενικώς αύξουσα συνάρτηση. 
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3.4 Προσοµοίωµα Baber-Noori 

3.4.1 Αρχικό προσοµοίωµα Baber-Noori (1985) 

Πρόκειται για το πρώτο προσοµοίωµα το οποίο αποδίδει µε τρόπο ουσιαστικό αλλά και 

εύχρηστο το φαινόµενο της στένωσης. Για την προσοµοίωση της στένωσης, οι Baber και 

Noori [54] θεώρησαν ένα εξειδικευµένο ελατήριο συνδεδεµένο εν σειρά µε το υστερητικό 

ελατήριο. 

Το προσοµοίωµα µπορεί να εκφραστεί ως: 

 

( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )
2

2

0

0

1

2

1
,sgn , sgn

1
,

2

h p

h p

n

h h

z

Z

p p

m u w p

w f u K u z

K K
z u

K K

e z u

K
K K z du e A z z du

K K z e u e
Z

σ

σ

α

α
ν γ β

η

π

−
−

+ =
 = + +

 =

+
 =
 −  = = − +  

    = = ∆    

ɺɺ

ɺɺ

ɺ ɺ
 (3.4.1) 

µε: 

 

( )
( )
( )

0

1

1

A
A A e A e

e e

e e

ν

η

δ

ν ν δ

η η δ

 = = −


= = +


= = +

 (3.4.2) 

Προφανώς, οι νόµοι αποµείωσης είναι όµοιοι µε τους αντίστοιχους του προηγούµενου 

προσοµοιώµατος. Η παράµετρος u∆  σχετίζεται µε τον όρο δυσκαµψίας pK  και ορίζει τη 

συνολική ολίσθηση η οποία λαµβάνει χώρα υπό θετική (αντίστοιχα αρνητική) φόρτιση στο 

διάστηµα µεταξύ  z = −∞  (αντ. ∞ ) και  z = ∞  (αντ. −∞ ). Πρακτικά, µπορεί να θεωρηθεί 

ότι η συνολική ολίσθηση u∆  αναπτύσσεται πλήρως στο διάστηµα ( )3 ,3Z Zσ σ− . Η 

παράµετρος Zσ  σχετίζεται µε την κατανοµή της στένωσης. Υψηλές τιµές του Zσ  έχουν ως 
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αποτέλεσµα πιο οµοιόµορφη (οµαλή) κατανοµή. Για τις παραµέτρους u∆  και Zσ  οι 

συγγραφείς πρότειναν τις παρακάτω σχέσεις: 

 
( )
( ) 0

u
u u e e

Z Z e Z eσ σ σ σ

δ

δ

∆ = ∆ =


= = +
 (3.4.3) 

Οι νόµοι αποµείωσης ελέγχονται και εδώ από τις συνολικές ενεργειακές απώλειες e . 

3.4.2 Εναλλακτικό προσοµοίωµα Baber-Noori (1986) 

Οι Baber και Noori επανήλθαν [55] προτείνοντας έναν διαφορετικό τρόπο για την 

εισαγωγή του φαινοµένου στένωσης στο υστερητικό προσοµοίωµα. Πλέον το φαινόµενο 

λαµβάνεται υπόψη µέσω µιας συνάρτησης ( )h h z=  η οποία πολλαπλασιάζεται µε την 

υστερητική δυσκαµψία K . Προκύπτει έτσι η ακόλουθη διατύπωση: 

 

( )( ) ( ) ( )( )

0

,sgn , 1 1 sgn
n

m u w p

w c u K u z

z K u

e z u

h
K K z du e A z z du

α

α γ β
η

+ =
 = + +
 =


=


 = = − − +  

ɺɺ

ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ
 (3.4.4) 

µε: 
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1

A
A A e A e

e e

e e
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η
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ν ν δ

η η δ
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= = +


= = +

 (3.4.5) 

και: 

 

( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2

1 2

2

1 1 1,0

2 2 0 1

, 1 exp
2

1 exp

z
h h z e

e p e

e eξ

ζ
ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ ξ δ λ ζ
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Από τις σχέσεις (3.4.6) προκύπτει ότι η συσχέτιση της h  µε την z  ακολουθεί κατανοµή 

Gauss µε µέση τιµή µηδέν. Αν και η διατύπωση αυτή αποµακρύνεται αρκετά από το φυσικό 

πρόβληµα, υπό την έννοια πως δεν είναι εµφανής η συσχέτιση του φαινοµένου στένωσης µε 

την συνάρτηση ( )h z , το προσοµοίωµα αυτό αποδεικνύεται αρκετά πιο εύχρηστο. 

3.5 Προσοµοίωµα Foliente (1995) 

O Foliente [43] πρότεινε µία ακόµα τροποποίηση στο προσοµοίωµα Baber – Noori ούτως 

ώστε να βελτιώσει την προσοµοίωση του φαινοµένου της στένωσης. Για την συσχέτιση της 

συνάρτησης h  µε την z  υιοθέτησε µια κατανοµή Gauss µε µέση τιµή z  διάφορη του 

µηδενός. Η διατύπωση του προσοµοιώµατος έχει ως εξής: 

 

( )( ) ( ) ( )( )

0

0,sgn , 1 1 sgn
n

m u w p

w c u K u z

z K u

e z u

h
K K z du e K z z du

α

α γ β
η

+ =
 = + +
 =


=


 = = − − +  

ɺɺ

ɺ

ɺɺ

ɺ ɺ
 (3.5.1) 

όπου: 
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  = =   + 

= = +


= = +


= = − −
 = = + +

 (3.5.2) 

Η συνάρτηση h  πλέον επιτρέπει καλύτερη προσαρµογή των πειραµατικών δεδοµένων. 

Επίσης, παρατηρείται ότι την παραπάνω διατύπωση έχει τεθεί 0 1A =  ενώ και η σχέση που 
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καθορίζει την εξέλιξη του A  έχει αγνοηθεί. Κατά συνέπεια, ο πλεονασµός των παραµέτρων 

παύει να υφίσταται. Στην συνέχεια, οι Foliente et al. [44] χρησιµοποίησαν το εν λόγω 

προσοµοίωµα για την στοχαστική ανάλυση ενός µονοβάθµιου συστήµατος. 

3.6 Προσοµοίωµα Sivaselvan – Reinhorn (2000) 

Οι Sivaselvan και Reinhorn [46] παρουσίασαν ένα οµαλό υστερητικό προσοµοίωµα τύπου 

Bouc-Wen, το οποίο έχει ως κύριο σκοπό να ενοποιήσει τις διάφορες προσεγγίσεις που έχουν 

παρουσιαστεί κατά καιρούς. Σε αυτό έχουν υλοποιηθεί όλες οι απαραίτητες τεχνικές για την 

περιγραφή φαινοµένων όπως η µείωση της αντοχής, η µείωση της δυσκαµψίας, η στένωση, 

η παραµορφωσιακή κράτυνση, η ασύµµετρη συµπεριφορά σε θετική και αρνητική 

κατεύθυνση φόρτισης κ.λ.π. Το προσοµοίωµα µπορεί να γραφεί συνοπτικά ως εξής: 
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 (3.6.2) 

όπου: 
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 (3.6.3) 

Το προσοµοίωµα αυτό παρουσιάζει ενδιαφέροντα στοιχεία αλλά και σηµαντικές 

αδυναµίες. Αρκετές από αυτές επισηµάνθηκαν από την συζήτηση των Wang και Foliente 

[47]. Επιπλέον αδυναµίες θα επισηµανθούν στην συνέχεια και θα αντιµετωπιστούν 

αποτελεσµατικά. Η ονοµατολογία που θα χρησιµοποιηθεί στις επόµενες παραγράφους είναι 

συνεπής µε το αρχικό άρθρο [46]. 

3.6.1 Βασικό προσοµοίωµα 

Το βασικό προσοµοίωµα µπορεί να αναπαρασταθεί από δύο ελατήρια συνδεδεµένα 

παράλληλα (Εικόνα 3.6.1). Το πρώτο ελατήριο είναι γραµµικώς ελαστικό. Παρ’ όλα αυτά, η 

(σταθερή) δυσκαµψία του ισούται µε την µετελαστική δυσκαµψία του συστήµατος και 

δίνεται από την σχέση: 

 1 0 K a K=  (3.6.4) 

όπου: 

o a  ο λόγος της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την ολική αρχική δυσκαµψία, 

o 0K  η ολική αρχική δυσκαµψία. 

Το δεύτερο ελατήριο είναι υστερητικό και παρουσιάζει οµαλή µετάβαση από τον ελαστικό 

στον µετελαστικό κλάδο. Η (µεταβαλλόµενη) δυσκαµψία του δίνεται κάθε στιγµή από την 

σχέση: 
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 ( ) ( )( )2 0 1 21 1 sgn  

N

y

M
K a K M

M
η ϕ η

∗
∗

∗

  
= − − + 

  

ɺ  (3.6.5) 

όπου: 

o M ∗
 η στιγµιαία καµπτική ροπή που αναλαµβάνει το υστερητικό ελατήριο, 

o ( )1
y y

M a M
∗ = −  η ροπή διαρροής του υστερητικού ελατηρίου, η οποία µπορεί να πάρει 

διαφορετική τιµή για την θετική και την αρνητική κατεύθυνση φόρτισης, 

o N  θετικός συντελεστής που ελέγχει την οµαλότητα της µετάβασης από τον ελαστικό 

στον µετελαστικό κλάδο, 

o 1η , 2η  συντελεστές που καθορίζουν την µορφή των υστερητικών βρόχων. 

0
 a K

y
M

∗+

yM
∗−

( )
0

1  a K−

,M ϕ

( ) ,M M ϕ∗−

,M ϕ∗

 

Εικόνα 3.6.1: Βασική µορφή του υστερητικού προσοµοιώµατος Sivaselvan – Reinhorn [46] 

Η ολική δυσκαµψία του συστήµατος (Εικόνα 3.6.1) δίνεται κάθε στιγµή από την σχέση: 

 1 2K K K= +  (3.6.6) 

Συνεπώς, το προσοµοίωµα µπορεί να εκφραστεί από την παρακάτω εξίσωση: 
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 ( ) ( )( )0 0 1 2  1 1  sgn
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M
M K a K a K M

M
ϕ η ϕ η ϕ

∗
∗

∗

    
= = + − − +  

    

ɺ ɺ ɺ ɺ  (3.6.7) 

Στη σχέση (3.6.7) ο βαθµός διαρροής του υστερητικού ελατηρίου εκφράζεται απ’ ευθείας 

ως συνάρτηση του λόγου της στιγµιαίας ροπής M ∗
 προς την ροπή διαρροής 

y
M

∗
. Επιπλέον, 

έχει δοθεί έµφαση στις δυσκαµψίες οι οποίες είναι άµεσα υπολογίσιµες για κάθε χρονική 

στιγµή και µπορούν να εισαχθούν απ’ ευθείας στο προσοµοίωµα της κατασκευής. 

Επίσης, είναι φανερό ότι οι µεταβλητές 1η  και 2η  αντιστοιχούν στις µεταβλητές β  και 

γ  του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Έτσι, οι µεταβλητές αυτές θα πρέπει πάντα να έχουν 

άθροισµα ίσο µε την µονάδα (§4.2.2). Η αναγκαιότητα του περιορισµού 1 2 1η η+ =  γίνεται 

φανερή, εάν αναλογιστούµε την περίπτωση του υστερητικού ελατηρίου που φορτίζεται 

µονοτονικά και φτάνει την ροπή διαρροής του. Από την (3.6.7) προκύπτει: 

 ( ) ( )( )0 1 21 1 sgn

N

y

M
M a K M

M
η ϕ η ϕ

∗
∗ ∗

∗

  
= − − + 

  

ɺ ɺ ɺ  (3.6.8) 

Ή αν απαλειφθεί ο χρόνος: 

 ( ) ( )( )0 1 2
1 1 sgn

N

y

dM M
a K M

d M
η ϕ η

ϕ

∗ ∗
∗

∗

  = − − + 
  

ɺ  (3.6.9) 

Όµως το ελατήριο έχει φτάσει την ροπή διαρροής του και δεν υπάρχει δυνατότητα 

αύξησης της απόκρισής του. Συνεπώς: 

 ( )2
0,  1,  sgn  1

y

dM M
K M

d M
ϕ

ϕ

∗ ∗
∗

∗
= = = =ɺ  (3.6.10) 

Συνδυάζοντας τις (3.6.9) και (3.6.10) προκύπτει: 

 1 2 1η η+ =  (3.6.11) 
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Η εξίσωση (3.6.11) θα πρέπει να ισχύει πάντοτε για να υπάρχει συµβατότητα µε την 

κλασική πλαστικότητα και να έχει νόηµα ο όρος «ροπή διαρροής» για το υστερητικό 

ελατήριο. Στην ειδική περίπτωση που 1 2 0.5η η= = , οι κλάδοι αποφόρτισης είναι ευθείες 

γραµµές. 

Εφόσον ισχύει ο περιορισµός (3.6.11) το προσοµοίωµα δεν µπορεί να αντιµετωπίσει 

φαινόµενα παραµορφωσιακής κράτυνσης (strain hardening). Η παραµορφωσιακή κράτυνση 

αντιµετωπίστηκε από τον Wen [6] µε χρήση κατάλληλων συνδυασµών των παραµέτρων β  

και γ  οι οποίοι δεν ακολουθούσαν κατ’ ανάγκη την σχέση (3.6.11). Είναι όµως σαφές ότι οι 

παράµετροι β  και γ  επηρεάζουν την συνολική απόκριση µε έναν µη ελεγχόµενο τρόπο 

(§4.2.2). Η περίπτωση της παραµορφωσιακής κράτυνσης αντιµετωπίζεται 

αποτελεσµατικότερα µε παράλληλη σύνδεση ενός κατάλληλου ελατηρίου αύξησης της 

δυσκαµψίας (gap closing spring), όπως περιγράφεται στην §3.6.6. Είναι σηµαντικό το 

γεγονός ότι µε αυτό τον τρόπο υποβαθµίζεται η επιρροή των παραµέτρων β  και γ  στην 

απόκριση του προσοµοιώµατος. 

3.6.2 Ασύµµετρη ροπή διαρροής 

Το προσοµοίωµα µπορεί να αντιµετωπίσει την περίπτωση ασύµµετρης ροπής διαρροής 

κατά την θετική και την αρνητική κατεύθυνση φόρτισης. Η σχέση που προτάθηκε έχει ως 

εξής [46]: 

 ( ) ( ) ( )1 sgn 1 sgn
1

2 2
y y yM a M M

ϕ ϕ∗ + −
  +   − 

= − +    
    

ɺ ɺ
 (3.6.12) 

όπου, 
y

M
+
 και 

y
M

−
 η ροπή διαρροής κατά την θετική και αρνητική διεύθυνση φόρτισης, 

αντίστοιχα. 

Οι Wang και Foliente [47] επισήµαναν ότι η σχέση (3.6.12) δίνει λάθος αποτελέσµατα 

κατά την έναρξη της αποφόρτισης ή της επαναφόρτισης στην περίπτωση που 
y y

M M
+ −≠  και 

1 2η η≠ . Για την αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος αντιπρότειναν την παρακάτω σχέση: 
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1
2 2

y y y

M M
M a M M
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∗ + −
    + −
    = − +
        

 (3.6.13) 

3.6.3 Μείωση δυσκαµψίας 

Η µείωση της δυσκαµψίας ακολουθεί τον εµπειρικό κανόνα του σηµείου περιστροφής 

(pivot rule), όπως διατυπώθηκε από τους Park et al. [31]. Σύµφωνα µε αυτόν τον κανόνα, οι 

κλάδοι φόρτισης – αποφόρτισης στοχεύουν σε ένα σηµείο περιστροφής το οποίο απέχει 

1  ya M  προς την πλευρά της ροπής µε αντίθετο πρόσηµο (Εικόνα 3.6.2), όπου 1a  είναι µια 

παράµετρος µείωσης της δυσκαµψίας. Σηµειώνεται ότι γίνεται χρήση της ονοµασίας 1a  αντί 

για a  στο άρθρο [46] για λόγους αποφυγής σύγχυσης µε την αντίστοιχη παράµετρο του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

y
M

M

ϕ

1
 

y
a M−

0 kR K0K
1ϕ

curϕ

curM

yy
M M

+=
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M M
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Εικόνα 3.6.2: Μείωση δυσκαµψίας σύµφωνα µε τον κανόνα του σηµείου περιστροφής 
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Από την γεωµετρία στην Εικόνα 3.6.2, υπολογίζεται ο συντελεστής µείωσης της 

δυσκαµψίας 0k curR K K=  ως εξής: 

 

1

11

0 1 0 1

1

 

 

    

cur y

cur ycur

k
cur y cur y

cur

M a M

M a M
R

K a M K a M

ϕ ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

+

++
= =

+ +
+

 (3.6.14) 

όπου: 

o curM  η τρέχουσα ροπή, 

o curϕ  η τρέχουσα καµπυλότητα, 

o yM  η ροπή διαρροής, η οποία είναι ίση µε y
M +

 όταν το τρέχον σηµείο ( ),
cur cur

Mϕ  

βρίσκεται στο δεξί ηµιεπίπεδο που ορίζει ο αρχικός ελαστικός κλάδος και ίση µε y
M −

 

όταν βρίσκεται στο αριστερό ηµιεπίπεδο (Εικόνα 3.6.2), 

o 1 0a >  παράµετρος µείωσης της δυσκαµψίας. 

Η µείωση της δυσκαµψίας αφορά µόνο το υστερητικό ελατήριο. Για µεγάλες τιµές της 

παραµέτρου 1a , π.χ. 1 200a > , ο συντελεστής kR  τείνει στην µονάδα. Συνεπώς οι κλάδοι 

φόρτισης / αποφόρτισης είναι παράλληλοι και το προσοµοίωµα παρουσιάζει πρακτικά 

µηδενική µείωση της δυσκαµψίας. Αντίθετα, για µικρές τιµές της παραµέτρου, π.χ. 1 10a < , 

έχουµε σοβαρή µείωση της δυσκαµψίας [45]. 

Η εν λόγω µέθοδος µείωσης της δυσκαµψίας είναι απλή και εύχρηστη. Εντούτοις, το 

µεγάλο µειονέκτηµα της µεθόδου, το οποίο επισηµάνθηκε εύστοχα από τους Wang και 

Foliente [47], είναι ότι δεν έχει µνήµη και αποτυγχάνει να συλλάβει την συσσωρευτική φύση 

του φαινοµένου. Πράγµατι, η τιµή της µεταβλητής kR  εξαρτάται µόνον από την τρέχουσα 

θέση ( ),
cur cur

Mϕ  του συστήµατος. Έτσι, το προσοµοίωµα µπορεί να δώσει υπό περιπτώσεις 

λανθασµένα αποτελέσµατα, αφού µπορεί να παρουσιάσει αύξηση της δυσκαµψίας µέχρις 

σηµείου πλήρους επαναφοράς στην αρχική τιµή. 
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Για να αναδειχθεί το σηµείο αυτό, θεωρούµε ένα υποθετικό πείραµα ανακυκλιζόµενης 

φόρτισης αυξανόµενου εύρους καθώς και το κατοπτρικό του ως προς τον χρόνο (Εικόνα 

3.6.3). Οι φορτίσεις αυτές επιβάλλονται σε ένα σύστηµα µε κάποιες ενδεικτικές τιµές 

παραµέτρων [47] (Πίνακας 3.6.1). Οι αποκρίσεις για τις δύο περιπτώσεις φορτίσεων είναι 

φαινοµενικά όµοιες (Εικόνα 3.6.4). Είναι όµως σαφές ότι στην περίπτωση της φόρτισης 

µειούµενου εύρους το σύστηµα παρουσιάζει σταδιακή αύξηση της δυσκαµψίας. 

 

Παράµετρος Τιµή 

N  1.0 

a  0.0 

[ ]0
 K kN m  50.0 

[ ] 
y

M kNm+
 400.0 

[ ] 
y

M kNm
−

 -400.0 

1η  0.5 

2η  0.5 

1a  5.0 

Πίνακας 3.6.1: Παράµετροι προσοµοιώµατος 

 

Εικόνα 3.6.3: (α) Κανονική φόρτιση (β) ανάστροφη φόρτιση 
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Εικόνα 3.6.4: Απόκριση προσοµοιώµατος σε (α) κανονική φόρτιση (β) ανάστροφη φόρτιση 

Οι Sivaselvan και Reinhorn υποστηρίζουν ότι η παραπάνω θεώρηση είναι εύλογη και 

εφαρµόζεται σε συστήµατα που παρουσιάζουν αποκατάσταση δυσκαµψίας (stiffness 

recovery) όπως για παράδειγµα σε µεταλλικούς αποσβεστήρες (steel dampers). Όµως κάτι 

τέτοιο δεν αναφέρεται στο αρχικό άρθρο [46]. Επιπλέον, γίνεται προβληµατική η χρήση του 

προσοµοιώµατος στις περισσότερες περιπτώσεις όπου δεν παρατηρείται αποκατάσταση της 

δυσκαµψίας. 

Από τα παραπάνω προκύπτει εύλογα το συµπέρασµα ότι ο εµπειρικός κανόνας του 

σηµείου περιστροφής προέκυψε λόγω της τυποποιηµένης µορφής που έχουν τα πειράµατα, 

η οποία φαίνεται στην Εικόνα 3.6.3α, και σε αυτή την µορφή δεν µπορεί να έχει γενική ισχύ.  

Κάτι τέτοιο αναγνωρίζεται εν τέλει και από τους Sivaselvan και Reinhorn [47], οι οποίοι 

προτείνουν την τροποποίηση της µεθόδου (χωρίς να την υλοποιούν), ούτως ώστε η µείωση 

της δυσκαµψίας να εξαρτάται από την µέγιστη καµπυλότητα maxϕ  σε συστήµατα χωρίς 

αποκατάσταση δυσκαµψίας, ή από κάποια ενδιάµεση τιµή της τρέχουσας καµπυλότητας curϕ  

και της µέγιστης καµπυλότητας maxϕ  σε συστήµατα µερικής αποκατάστασης της 

δυσκαµψίας. 

Αυτό µπορεί να υλοποιηθεί σχετικά εύκολα αφού η µέγιστη καµπυλότητα maxϕ  αποτελεί, 

όπως θα αναλυθεί στην συνέχεια, µια µεταβλητή κατάστασης του συστήµατος. Σηµειώνεται 

πάντως ότι η τιµή της µεταβλητής kR  της σχέσης (3.6.14) δεν εξαρτάται µόνο από την 

τρέχουσα καµπυλότητα curϕ  αλλά και από την τρέχουσα ροπή curM .  
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Στην παρούσα διατριβή, για την αντιµετώπιση του προβλήµατος της πλήρους 

αποκατάστασης της δυσκαµψίας προτείνεται ο απ’ ευθείας έλεγχος του συντελεστή kR . 

Αυτό επιτυγχάνεται µε την εισαγωγή µιας νέας παραµέτρου, έστω 2a , η οποία µπορεί να 

ονοµαστεί βαθµός αποκατάστασης της δυσκαµψίας. Συνεπώς, στην περίπτωση του 

διορθωµένου προσοµοιώµατος λαµβάνονται υπόψη δύο µεταβλητές κατάστασης: 

o η 
min

kR , η οποία είναι ο δυσµενέστερος συντελεστής µείωσης της δυσκαµψίας. Η 

µεταβλητή αυτή αρχικοποιείται στην τιµή της µονάδας και µειώνεται καθώς εξελίσσεται 

το φαινόµενο, συγκρατώντας την ελάχιστη τιµή που παρατηρήθηκε. 

o η kR , η οποία είναι ο τρέχων συντελεστής µείωσης της δυσκαµψίας. 

Σε κάθε χρονική στιγµή γίνεται έλεγχος για το αν η τρέχουσα θέση ( ),
cur cur

Mϕ  

βρίσκεται στο αριστερό ή το δεξί ηµιεπίπεδο που ορίζει ο αρχικός ελαστικός κλάδος (Εικόνα 

3.6.2). Αν βρίσκεται στο αριστερό, τότε y y
M M −=  ενώ αν βρίσκεται στο δεξί, y y

M M += . 

Αν βρίσκεται επί της ευθείας που χωρίζει τα δύο ηµιεπίπεδα, τότε λαµβάνεται υπόψη το 

πρόσηµο του ρυθµού µεταβολής της καµπυλότητας. Αν 0ϕ >ɺ  τότε y y
M M += , ενώ αν 

0ϕ <ɺ  τότε y y
M M −= . 

Στην συνέχεια υπολογίζεται η δοκιµαστική τιµή του νέου συντελεστή µείωσης της 

δυσκαµψίας, η οποία εξαρτάται µόνον από την τρέχουσα θέση του συστήµατος, όπως 

ακριβώς στο αρχικό προσοµοίωµα: 

 
1

0 1

 

  

cur ytrial

k

cur y

M a M
R

K a Mϕ

+
=

+
 (3.6.15) 

Γίνεται έλεγχος αν η δοκιµαστική τιµή kR ′  είναι µικρότερη από την minkR  και 

συγκρατείται η µικρότερη εκ των δύο: 

 { }min ,min min trial

k k kR R R=  (3.6.16) 

Τελικά, η τιµή του τρέχοντα συντελεστή µείωσης της δυσκαµψίας προκύπτει ως µια 

σταθµισµένη µέση τιµή της 
trial

kR  και της 
min

kR , ως εξής: 
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 ( )( )21trial min trial

k k k kR R a R R= + − −  (3.6.17) 

Είναι προφανές ότι όταν 2 0a =  το σύστηµα παρουσιάζει µηδενική αποκατάσταση 

δυσκαµψίας και συνεπώς 
min

k kR R=  πάντοτε. Αντίθετα, όταν 2 1a =  το προσοµοίωµα είναι 

πανοµοιότυπο µε το αρχικό προσοµοίωµα των Sivaselvan και Reinhorn [46]. 

Για να δειχθεί η αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης διόρθωσης, τίθεται 2 0a =  στο 

ίδιο σύστηµα που αναλύθηκε παραπάνω. Πλέον, οι αποκρίσεις κατά την κανονική και την 

ανάστροφη φόρτιση παρουσιάζουν σαφείς διαφορές (Εικόνα 3.6.5). Στην περίπτωση της 

ανάστροφης φόρτισης είναι προφανής η διατήρηση της µειωµένης δυσκαµψίας που 

οφείλεται στον έντονο πρώτο κύκλο.  

Εάν επιλεγεί 20 1a< <  τότε η απόκριση του συστήµατος παρουσιάζει µια ενδιάµεση 

συµπεριφορά, η οποία εξαρτάται τόσο από την τιµή της παραµέτρου 2a  όσο και την µορφή 

της φόρτισης. Στην περίπτωση της κανονικής φόρτισης, η επίδραση της παραµέτρου 2a  

είναι ούτως ή άλλως πρακτικά µηδενική. Αντίθετα, η επίδραση της είναι σηµαντική στην 

περίπτωση της ανάστροφης φόρτισης, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.6.6, όπου για 2 1a =  

προκύπτει η απόκριση του αρχικού προσοµοιώµατος. 

 

Εικόνα 3.6.5: Απόκριση διορθωµένου προσοµοιώµατος µε α2=0.0 σε 
(α) κανονική φόρτιση (β) ανάστροφη φόρτιση 
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Εικόνα 3.6.6: Απόκριση διορθωµένου προσοµοιώµατος σε ανάστροφη φόρτιση 

Η προτεινόµενη διόρθωση παρουσιάζει τα εξής πλεονεκτήµατα: 

o Αντιµετωπίζει αποτελεσµατικά ένα σηµαντικό µειονέκτηµα του προσοµοιώµατος, 

o Είναι απλή και µπορεί να ενσωµατωθεί εύκολα, 

o Απαιτεί την εισαγωγή µιας µόνο επιπλέον παραµέτρου η οποία έχει φυσική υπόσταση. 

Συνεπώς, αυτή µπορεί να εκτιµηθεί απ’ ευθείας ανάλογα µε την φύση του φυσικού 

συστήµατος (δηλαδή χωρίς ταυτοποίηση).  

 

Εικόνα 3.6.7: Απόκριση διορθωµένου προσοµοιώµατος στην κανονική φόρτιση 
µε α2=0.0 και (α) α1=10.0, (β) α1=4.0 
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Τέλος, στην Εικόνα 3.6.7 φαίνεται η επιρροή της παραµέτρου 1a . Οι δύο αποκρίσεις 

αντιστοιχούν στην κανονική φόρτιση (Εικόνα 3.6.3α) µε 2 0a =  και διαφορετικές τιµές της 

1a . 

 

3.6.4 Μείωση αντοχής 

Η µείωση της αντοχής επιτυγχάνεται µέσω της µείωσης της ροπής διαρροής, ο οποία 

µπορεί να στηρίζεται σε κριτήρια πλαστιµότητας ή/και σε ενεργειακά κριτήρια. Ο νόµος 

µείωσης της ροπής διαρροής που προτείνεται [46] είναι ο εξής: 

 
1

1
/

/ / 2
0 /

2

1 1
1

max
y y

ult ult

H
M M

H

βϕ β
ϕ β

+ −
+ − + −

+ −

     = − −     −    

 (3.6.18) 

όπου: 

o 
/

0y
M + −

η αρχική τιµή της ροπής διαρροής, 

o 
/

ultϕ + −
 η µέγιστη τιµή καµπυλότητας κατά την αστοχία σε µονοτονική φόρτιση, 

o 
/

maxϕ + −
 η µέγιστη τιµή καµπυλότητας που έχει παρατηρηθεί µέχρι την τρέχουσα κατάσταση 

του συστήµατος, 

o ultH  η αναλισκόµενη ενέργεια του υστερητικού ελατηρίου κατά την µονοτονική 

φόρτιση, 

o H  η αναλισκόµενη υστερητική ενέργεια, 

o 1β  παράµετρος µείωσης της αντοχής που βασίζεται σε κριτήρια πλαστιµότητας, 

o 2β  παράµετρος µείωσης της αντοχής που βασίζεται σε ενεργειακά κριτήρια. 

Ο υπολογισµός της αναλισκόµενης υστερητικής ενέργειας γίνεται µε αριθµητική 

ολοκλήρωση. Η µεταβολή της σε ένα χρονικό βήµα δίνεται από την σχέση [46]: 
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( )

0
2  

k

M M M M
H

R K
ϕ

 + + ∆  ∆
∆ = ∆ −  

  
 (3.6.19) 

Παραγωγίζοντας την σχέση (3.6.18) προκύπτουν οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις που 

καθορίζουν την µείωση της ροπής αντοχής [46]: 

 ( )
( )

( ) ( )

1

1 1

1

/

/

0

1
1/ /

/2 2

1 /
/

2 2
1

1 1
1 1

y

y

max max
max

ult ult ult
ult

dM
M

dt

H
H

H H

β
β β

β

ϕ ϕβ β
ϕ

β ϕ ββ ϕ

+ −
+ −

−
+ − + −

+ −
+ −

+ −

= ×

           − − − + −          − −           

ɺɺ

(3.6.20) 

Επίσης: 

 
( )1 2

0 0

  1
  

k

k k

K R KM
H M M

R K R K
ϕ ϕ

 + 
= − = −  

   

ɺ
ɺ ɺ ɺ  (3.6.21) 

Ενώ για την µέγιστη θετική και αρνητική καµπυλότητα λαµβάνεται: 

 
( ) ( )

( ) ( )( )
  

 1

max max

max max

U U

U U

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ +

− −

= −

= − −

ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ
 (3.6.22) 

όπου ( )U x  η συνάρτηση Heaviside, η οποία εν προκειµένω ορίζεται ως εξής: 

 ( )
0, 0

1, 0

x
U x

x

≤
= 

>
 (3.6.23) 

Χρησιµοποιείται ο συµβολισµός ( )U x  αντί του ( )H x  για λόγους αποφυγής σύγχυσης 

µε την αναλισκόµενη υστερητική ενέργεια. Σηµειώνεται ότι ο ορισµός (3.6.23) διαφέρει από 

τον κλασικό ορισµό [40] στο 0x = . 

Η εφαρµογή της παραπάνω µεθοδολογίας για την µείωση της αντοχής αποδεικνύεται 

προβληµατική. Κατ’ αρχήν, σηµειώνεται ότι η σχέση (3.6.20) δεν είναι γραµµένη ορθά. 

Πράγµατι, στην περίπτωση φόρτισης κατά την αρνητική κατεύθυνση, οι καµπυλότητες ultϕ  

και maxϕ  είναι αρνητικοί αριθµοί και η ύψωση σε µη ακέραια δύναµη δεν είναι εφικτή. Είναι 
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προφανές ότι θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί ο λόγος των καµπυλοτήτων, ο οποίος είναι πάντα 

θετικός αριθµός, ως εξής: 

 ,  max max

ult ult

P Pϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= =ɺ
ɺ

 (3.6.24) 

Κατ’ αντιστοιχία, οι λόγοι της αναλισκόµενης υστερητικής ενέργειας δίνονται από τις 

σχέσεις: 

 ,  H H

ult ult

H H
P P

H H
= =ɺ

ɺ
 (3.6.25) 

Τελικά η σχέση (3.6.20) παίρνει την µορφή: 

 

( )

( )

1

1

1

1
/

1
/ 2 2
0

2 1 2

1 1
1 1

y

y H H

dM P
M R P P P

dt

β
β

ϕ β
ϕ ϕ

β β
β β β

−
+ −

+ −

  
      = − − + − −       − −        

ɺɺ (3.6.26) 

Επίσης, σηµειώνεται ότι οι δύο παράγοντες µείωσης της ροπής αντοχής της σχέσης 

(3.6.18) θα πρέπει να πληρούν κάποιες ιδιότητες, όπως: 

o η αρχική τιµή τους να είναι µονάδα, 

o να είναι φθίνουσες συναρτήσεις του χρόνου, 

o να έχουν πάντα θετική (µη µηδενική) τιµή. 

Ο παράγοντας µείωσης µε βάση την πλαστιµότητα δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 
1

1
/

/
1 max

ult

R
β

ϕ

ϕ
ϕ

+ −

+ −

 
= −  

 
 (3.6.27) 

Ο παράγοντας αυτός πληροί τις δύο πρώτες απαιτήσεις που αναφέρθηκαν. Όµως, όταν 

/ /

max ultϕ ϕ+ − + −=  τότε ο παράγοντας µηδενίζεται. Η µέγιστη καµπυλότητα 
/

ultϕ + −
 είναι συµβατική, 

δηλαδή επιβάλλεται από ανάγκες περιορισµού των βλαβών της διατοµής. Μπορεί να 

εκτιµηθεί από προσοµοιώµατα ινών (fiber models) µε βάση την γεωµετρία της διατοµής και 
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τις ιδιότητες των υλικών, όπως αναλύεται στο Κεφάλαιο 6. Στο σηµείο αστοχίας η απόκριση 

της διατοµής δεν είναι µηδενική και συνεπώς η συµπεριφορά της σχέσης (3.6.27) δεν 

συνάδει µε την πραγµατικότητα. Μια άλλη ένδειξη της ακαταλληλότητας της (3.6.27) είναι 

ότι, ενώ η ένταση της µείωσης της αντοχής µειώνεται καθώς µειώνεται η παράµετρος 1β , 

για 1 0β =  η εξίσωση δεν ορίζεται. 

Ο παράγοντας µείωσης µε βάση την απορροφηθείσα υστερητική ενέργεια δίνεται από 

την παρακάτω σχέση: 

 2

2

1
1

H

ult

H
R

H

β
β

= −
−

 (3.6.28) 

Ο παράγοντας αυτός πληροί τις δύο πρώτες απαιτήσεις που προαναφέρθηκαν, όµως δεν 

καλύπτει κατ’ ανάγκη την τρίτη απαίτηση. Για τους παραπάνω λόγους, µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν οι παρακάτω εναλλακτικές µέθοδοι µείωσης της αντοχής, όπως 

προτάθηκαν από τον Mostaghel [33]. 

 
/ /

0

1

1

1  
y y

m

M M
Hβ

+ − + −  
=  + 

 (3.6.29) 

 2  / /

0
 m H

y y
M M e

β−+ − + −=  (3.6.30) 

όπου: 

o 
/

0y
M

+ −
 η αρχική τιµή της ροπής διαρροής, 

o H  η αναλισκόµενη υστερητική ενέργεια, 

o 1mβ , 2mβ  παράµετροι µείωσης της αντοχής. 

Στην παρούσα διατριβή, για την µείωση της αντοχής επιλέχθηκε να χρησιµοποιηθεί η 

σχέση (3.6.29). Ο υπολογισµός της απορροφηθείσας υστερητικής ενέργειας γίνεται µε 

αριθµητική ολοκλήρωση σύµφωνα µε την σχέση (3.6.19). Παραγωγίζοντας την σχέση 

(3.6.29) προκύπτει η διαφορική εξίσωση που καθορίζει την µείωση της ροπής αντοχής: 
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( )

/

/ 1
0 2

11  

y m
y

m

dM
M H

dt H

β

β

+ −
+ −

 
 = −
 + 

ɺ  (3.6.31) 

Η µεταβολή της αναλισκόµενης υστερητικής ενέργειας µε τον χρόνο δίνεται από την 

(3.6.21). Στην παρακάτω εικόνα φαίνεται σχηµατικά η επιρροή της παραµέτρου 1mβ  στην 

απόκριση του συστήµατος που αναλύθηκε στην §3.6.3. Η απόκριση αντιστοιχεί στην 

περίπτωση της κανονικής ανακυκλιζόµενης φόρτισης (Εικόνα 3.6.3α). 

 

Εικόνα 3.6.8: Απόκριση µε µείωση της ροπής αντοχής µε (α) βm1=10-7 (β) βm1=10-6 

3.6.5 Στένωση 

Η στένωση του διαγράµµατος ροπής – καµπυλότητας (pinching) οφείλεται συνήθως σε 

κλείσιµο ρωγµών κατά την αλλαγή της φοράς φόρτισης ή σε ολίσθηση του οπλισµού [46]. 

Το φαινόµενο αυτό µπορεί να ληφθεί υπόψη στο προσοµοίωµα µε την σύνδεση ενός 

εξειδικευµένου ελατηρίου στένωσης εν σειρά µε το υστερητικό ελατήριο. Έτσι, το σύστηµα 

παίρνει την µορφή που φαίνεται στην Εικόνα 3.6.9. 
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Εικόνα 3.6.9: Προσθήκη ελατηρίου στένωσης στο προσοµοίωµα Sivaselvan–Reinhorn [46] 

Η δυσκαµψία του ελατηρίου στένωσης (slip-lock spring) που προτείνεται από τους 

Sivaselvan και Reinhorn [46] δίνεται από την σχέση: 

 

1
2

3

2 1
exp

2

s M M
K

M Mσ σπ

−
∗ ∗

∗ ∗

   −  = −       
 (3.6.32) 

όπου: 

o ( )s max maxs R ϕ ϕ+ −= −  το µήκος ολίσθησης, 

o  
y

M Mσ σ∗ ∗=  το εύρος καµπτικής ροπής στο οποίο συµβαίνει η ολίσθηση, 

o  
y

M Mλ∗ ∗=  η µέση τιµή της καµπτικής ροπής σε κάθε πλευρά γύρω από την οποία 

συµβαίνει η ολίσθηση, 

o maxϕ +
, maxϕ −

 οι µέγιστες τιµές καµπυλότητας που έχουν επιτευχθεί έως την τρέχουσα 

χρονική στιγµή, 

o sR , σ , λ  παράµετροι στένωσης. 
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Σύµφωνα µε την σχέση (3.6.32), η ευκαµψία του ελατηρίου στένωσης ακολουθεί µια 

κατανοµή Gauss. Είναι σαφές ότι µπορεί να επιλεγεί κάποια άλλη κατανοµή, αρκεί κάθε φορά 

να ισχύει: 

 
3

1
dM s

K

+∞

−∞

=∫  (3.6.33) 

Η συνδυασµένη δυσκαµψία του συστήµατος που φαίνεται στην Εικόνα 3.6.9 είναι η εξής: 

 2 3
1

2 3

 K K
K K

K K
= +

+
 (3.6.34) 

Οι Foliente και Wang [47] παρατήρησαν ότι η µορφή της εξίσωσης (3.6.32) είναι λάθος. 

Πράγµατι, η ροπή Mσ
∗
, η οποία θα πρέπει να λαµβάνει πάντα θετικές τιµές, βασίζεται στην 

ροπή διαρροής y
M ∗

 η οποία µπορεί να είναι αρνητική. Επιπλέον, για να αναπτυχθεί η 

ολίσθηση συµµετρικά στις θετικές και αρνητικές τιµές ροπής κάµψης, θα πρέπει να ληφθεί 

υπόψη το πρόσηµο της ταχύτητας µεταβολής της καµπυλότητας. Έτσι, αντιπροτείνουν την 

σχέση: 

 
( )

1
2

3

sgn2 1
exp

2

M Ms
K

M Mσ σ

ϕ

π

−
∗ ∗

∗ ∗

   −   = −       

ɺ
 (3.6.35) 

όπου: 

o ( )s max maxs R ϕ ϕ+ −= −  το µήκος ολίσθησης, 

o  
y

M Mσ σ∗ ∗=  το εύρος της καµπτικής ροπής στο οποίο συµβαίνει η ολίσθηση, 

o  
y

M Mλ∗ ∗=  η µέση τιµή καµπτικής ροπής σε κάθε πλευρά γύρω από την οποία 

συµβαίνει η ολίσθηση, 

o maxϕ +
, maxϕ −

 οι µέγιστες τιµές καµπυλότητας που έχουν επιτευχθεί έως την τρέχουσα 

χρονική στιγµή, 

o sR , σ , λ  παράµετροι στένωσης. 
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Σηµειώνεται πάντως ότι ούτε η µορφή της εξίσωσης (3.6.35) είναι σωστή. Πράγµατι, µια 

τυχαία µεταβλητή x  ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ  και τυπική απόκλιση σ  

όταν η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της δίνεται από την σχέση [48]: 

 ( )
( )

( )
2

2
2

1
, ,

2

x

P x e x

µ

σ

σ π

−
−

= ∈ −∞ +∞  (3.6.36) 

για την οποία ισχύει: 

 ( ) 1P x dx

+∞

−∞

=∫  (3.6.37) 

Η σύγκριση των σχέσεων (3.6.36) και (3.6.35) αναδεικνύει το λάθος. Συνεπώς, 

προτείνεται η χρήση της ορθής µορφής της σχέσης δυσκαµψίας του ελατηρίου, η οποία είναι 

η εξής: 

 
( )

1
2

3

sgn1 1
exp

22

M Ms
K

M Mσ σ

ϕ

π

−
∗ ∗

∗ ∗

   −   = −       

ɺ
 (3.6.38) 

Σηµειώνεται επίσης ότι η M ∗
 δεν παίρνει τιµές από −∞  ως +∞ , όπως η τυχαία 

µεταβλητή της κανονικής κατανοµής, αλλά από y
M ∗−

 ως y
M ∗+

 και αυτό µόνον κατά την 

διάρκεια έντονης ανακυκλιζόµενης φόρτισης. Έτσι, η σχέση (3.6.37) δεν έχει απόλυτη 

εφαρµογή στην περίπτωσή µας και το ολοκλήρωµα ( ) 1

3
K dM

−
 δεν ισούται πρακτικά ποτέ 

µε s . 

Στην Εικόνα 3.6.10 φαίνεται σχηµατικά η επιρροή των παραµέτρων sR , σ , λ  στην 

απόκριση του συστήµατος που αναλύθηκε στην §3.6.3. Η απόκριση αντιστοιχεί στην 

περίπτωση της κανονικής ανακυκλιζόµενης φόρτισης (Εικόνα 3.6.3α). 
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Εικόνα 3.6.10: Απόκριση µε στένωση µε (α) Rs=0.25, σ=0.05, λ=0.00 
(β) Rs=0.40, σ=0.05, λ=0.00 (γ) Rs=0.30, σ=0.05, λ=0.00 (δ) Rs=0.30, σ=0.20, λ=0.00 

(ε) Rs=0.30, σ=0.15, λ=0.00 (στ) Rs=0.30, σ=0.15, λ=0.25 

3.6.6 Παραµορφωσιακή κράτυνση 

Πολλά συστήµατα παρουσιάζουν παραµορφωσιακή κράτυνση (strain hardening) 

υποβαλλόµενα σε µεγάλες παραµορφώσεις. Για να συµπεριληφθεί αυτό το φαινόµενο στο 
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προσοµοίωµα, οι Sivaselvan και Reinhorn προτείνουν την παράλληλη σύνδεση ενός 

εξειδικευµένου ελατηρίου, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.6.11. 

0
 a K

y
M

∗+

s

yM
∗−

( )
0

1  a K−
,M ϕ

( ) ,M M M ϕ∗ ∗∗− −

,M ϕ∗

gapϕ+gapϕ−

,M ϕ∗∗

 

Εικόνα 3.6.11: Προσθήκη ελατηρίου κράτυνσης στο προσοµοίωµα Sivaselvan – Reinhorn [46] 

Η δυσκαµψία του ελατηρίου κράτυνσης δίνεται από την σχέση: 

 ( ) ( )1

4 0
    

gapN

gap gap gap
K K N Uκ ϕ ϕ ϕ ϕ

−
= − −  (3.6.39) 

όπου: 

o 
gap

ϕ  η καµπυλότητα που αντιστοιχεί στην έναρξη του φαινοµένου, 

o ( )U x  η συνάρτηση Heaviside όπως ορίστηκε µε την σχέση (3.6.23), 

o κ , 
gap

N  παράµετροι κράτυνσης. 
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Η ροπή που αναλαµβάνεται από το ελατήριο κράτυνσης συµβολίζεται µε M ∗∗
 και δίνεται 

από την σχέση: 

 ( ) ( )( )1

4 0
     

gapN

gap gap gap
M K K N Uϕ κ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

−∗∗ = = − −  (3.6.40) 

Σηµειώνεται ότι η παραπάνω σχέση παρουσιάζει τυπογραφικό λάθος στο άρθρο [46].  
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4.1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται η βασική µορφή του προσοµοιώµατος Bouc-Wen η 

οποία χρησιµοποιείται στη συνέχεια της διατριβής. Αναλύεται η επίδραση των παραµέτρων 

στην απόκριση και την µορφή των υστερητικών βρόχων και διερευνώνται οι συνθήκες κάτω 

από τις οποίες το προσοµοίωµα παρουσιάζει συνεπή µηχανική συµπεριφορά. 

Στην συνέχεια, γίνεται επανεξέταση του προσοµοιώµατος από µαθηµατικής άποψης. 

Παρουσιάζονται νέες αναλυτικές σχέσεις τόσο για την υστερητική απόκριση όσο και για την 

αναλισκόµενη ενέργεια υπό συµµετρική ανακυκλιζόµενη φόρτιση. Οι σχέσεις βασίζονται στην 

υπεργεωµετρική συνάρτηση του Gauss [56] και παρέχουν πολλαπλά οφέλη. Επιπλέον, 

παράγονται απλές προσεγγιστικές σχέσεις για τον υπολογισµό της αναλισκόµενης ενέργειας 

οι οποίες παρουσιάζουν επαρκή ακρίβεια. Παρουσιάζονται παραµετρικές µελέτες σχετικά µε 

(α) την αναλισκόµενη ενέργεια του προσοµοιώµατος κατά έναν πλήρη υστερητικό βρόχο και 

(β) το σφάλµα των προσεγγιστικών σχέσεων και του απλού διγραµµικού προσοµοιώµατος σε 

σχέση µε τις ακριβείς αναλυτικές εξισώσεις. 

Στην συνέχεια, παρουσιάζεται µια σειρά από µειονεκτήµατα τα οποία χαρακτηρίζουν το 

προσοµοίωµα Bouc-Wen. Βασικότερο εξ’ αυτών είναι η τοπική παραβίαση των αρχών της 

πλαστικότητας του Drucker και του Il’iushin, η οποία οδηγεί σε µη φυσική συµπεριφορά του 

προσοµοιώµατος κατά την διάρκεια σύντοµων κύκλων φόρτισης – αποφόρτισης – 

επαναφόρτισης. Παρουσιάζονται νέες αναλυτικές σχέσεις οι οποίες ποσοτικοποιούν το εύρος 

των παραβιάσεων και της µη φυσικής συµπεριφοράς.  

Προς αντιµετώπιση των προαναφερθέντων προβληµάτων, προτείνεται µια 

αποτελεσµατική τροποποίηση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Αποδεικνύεται ότι η 

προτεινόµενη τροποποίηση διορθώνει πλήρως την µη φυσική συµπεριφορά του 

προσοµοιώµατος στην περίπτωση σύντοµων κύκλων φόρτισης – αποφόρτισης – 

επαναφόρτισης χωρίς να επηρεάζει την απόκριση σε όλες τις υπόλοιπες περιπτώσεις. Στην 
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συνέχεια, δείχνεται ότι η απόκριση του αρχικού και του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος 

µπορεί να παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές στην περίπτωση σεισµικής διέγερσης. 

4.2 Χρησιµοποιηθέν προσοµοίωµα 

4.2.1 Μαθηµατική διατύπωση 

Στην παρούσα διατριβή, ως βασικό υστερητικό προσοµοίωµα θα χρησιµοποιηθεί µια 

ισοδύναµη µορφή των εξισώσεων (3.3.1) η οποία δεν περιλαµβάνει φαινόµενα µείωσης της 

αντοχής, µείωσης της δυσκαµψίας ή στένωσης. Ο λόγος για την χρήση του βασικού 

προσοµοιώµατος είναι ότι οι µεθοδολογίες ανάλυσης που θα παρουσιαστούν στα επόµενα 

κεφάλαια εστιάζουν στο υστερητικό ελατήριο µόνον και συνεπώς η χρήση απλών 

εκφράσεων διευκολύνει ιδιαίτερα. Τα αποτελέσµατα και συµπεράσµατα που προκύπτουν 

µπορούν να επεκταθούν εύκολα σε πιο σύνθετα προσοµοιώµατα.  

Στην περίπτωση ενός µονοβάθµιου συστήµατος, η δύναµη επαναφοράς µπορεί να 

εκφραστεί ως: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
y

y

y

F
F t a u t a F z t

u
= + −  (4.2.1) 

όπου: 

o ( )F t  η δύναµη επαναφοράς, 

o ( )u t  η µετατόπιση, 

o a  ο λόγος της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την αρχική δυσκαµψία, 

o 
y

F  η «δύναµη διαρροής», 

o 
y

u  η «µετατόπιση διαρροής», 

o ( )z t  µια αδιάστατη υστερητική παράµετρος, η οποία ακολουθεί την παρακάτω 

διαφορική εξίσωση µε µηδενική αρχική συνθήκη: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1
sgn

n

y

z t A z t u t z t u t
u

γ β = − +
 

ɺ ɺɺ  (4.2.2) 

όπου: 

o A , β , γ  αδιάστατες παράµετροι που καθορίζουν την µορφή και το µέγεθος των 

υστερητικών βρόχων, 

o n  αδιάστατη εκθετική παράµετρος που ελέγχει την µετάβαση του υστερητικού 

ελατηρίου από τον ελαστικό στον µετελαστικό κλάδο, 

o ( )sgn i  η συνάρτηση signum, η οποία επιστρέφει 1, -1 ή 0 όταν το όρισµα είναι θετικός 

αριθµός, αρνητικός αριθµός ή µηδέν, αντίστοιχα, 

o ( ) ɺ  το σύµβολο της παραγώγισης ως προς τον χρόνο. 

Οι βασικές διαφορές των εξισώσεων (4.2.1) και (4.2.2) σε σχέση µε τις εξισώσεις (3.3.1) 

µπορούν να συνοψιστούν ως εξής: 

o Η υστερητική παράµετρος ( )z t  είναι αδιάστατη, 

o Γίνεται χρήση των ποσοτήτων 
y

F  και 
y

u , δηλαδή των συντεταγµένων του «σηµείου 

διαρροής», 

o Οι παράµετροι β  και γ  έχουν αντιµετατεθεί. 

Με βάση την σχέση (4.2.1), η δύναµη επαναφοράς µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα 

µιας γραµµικώς ελαστικής και µιας υστερητικής δύναµης ως εξής: 

 ( ) ( )yel

y

F
F t a u t

u
=  (4.2.3) 

 ( ) ( ) ( )1h

y
F t a F z t= −  (4.2.4) 

Συνεπώς, το προσοµοίωµα µπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα σύστηµα δύο ελατηρίων 

συνδεδεµένων παράλληλα (Εικόνα 4.2.1), όπου i y yk F u=  και  f ik a k=  είναι η αρχική και 
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η µετελαστική δυσκαµψία του συστήµατος, αντίστοιχα. Οι γωνίες που έχουν σηµειωθεί στην 

εικόνα προκύπτουν ως τόξο εφαπτοµένης της αντίστοιχης δυσκαµψίας. 

iak

max
hF

,elF u

,hF u

( )1 ia k−

max
hF−

elF

u

u

hF

Γραµµικώς Ελαστικό Ελατήριο

Υστερητικό Ελατήριο
,F u

uyu

F

yF

y
i y

F
k u=

if
k ak=

 

Εικόνα 4.2.1: Μονοβάθµιο προσοµοίωµα Bouc-Wen 

4.2.2 Περιορισµοί παραµέτρων 

Πρόσφατα, οι Ma et al. [62], βασιζόµενοι σε προγενέστερη εργασία των Ni et al. [113], 

επανεξέτασαν το προσοµοίωµα Bouc-Wen και αποφάνθηκαν ότι οι παράµετροι είναι 

εξαρτώµενες µεταξύ τους. Πρακτικά, υπάρχει µια απειρία οµάδων παραµέτρων για τις οποίες 

το προσοµοίωµα παρουσιάζει την ίδια απόκριση όταν υποβάλλεται σε µια δεδοµένη φόρτιση. 
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Από µαθηµατικής άποψης, η αοριστία αυτή µπορεί να αρθεί µε την απλοποίηση µιας εκ 

διαφόρων παραµέτρων του προσοµοιώµατος [62]. Από φυσικής άποψης όµως, µόνον η 

παγίωση της παραµέτρου A  στην τιµή της µονάδας είναι αποδεκτή αλλά και επιβεβληµένη. 

Ο λόγος είναι ότι διασφαλίζεται από φυσικής άποψης η συνέπεια των παραµέτρων που 

σχετίζονται µε την αρχική δυσκαµψία. Πράγµατι, µπορεί να δειχτεί ότι η πραγµατική (δηλαδή 

η παρατηρούµενη) αρχική δυσκαµψία ενός συστήµατος δίνεται από την σχέση: 

 ( )1
y y

i

y y

F F
k a a A

u u

∗ = + −  (4.2.5) 

Για να αποδειχθεί η (4.2.5), κατ’ αρχήν παρατηρείται ότι η αρχική συνθήκη της 

παραµέτρου z  είναι µηδέν. Συνεπώς, από την σχέση (4.2.2) προκύπτει ότι για 0t = : 

 
0t y

dz A

du u=

=  (4.2.6) 

Επίσης, από την σχέση (4.2.1) προκύπτει: 

 ( )1
y

y

y

FdF dz
a a F

du u du
= + −  (4.2.7) 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.2.6) και (4.2.7) προκύπτει: 

 ( )
0

1
y y

i

t y y

F FdF
k a a A

du u u

∗

=

= = + −  (4.2.8) 

Από την σχέση (4.2.8) είναι φανερό ότι η πραγµατική αρχική δυσκαµψία ik
∗
 του 

συστήµατος γίνεται ίση µε την «φυσικώς» εννοούµενη αρχική δυσκαµψία i y yk F u=  όταν 

και µόνον όταν η παράµετρος A  είναι ίση µε την µονάδα: 

 1A =  (4.2.9) 
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Στην περίπτωση που χρησιµοποιείται η αυθεντική µορφή των εξισώσεων, δηλαδή οι 

εξισώσεις (3.3.1), η παράµετρος A  θα πρέπει να είναι ίση µε την πραγµατική αρχική 

δυσκαµψία του συστήµατος. 

Είναι επίσης γνωστό ότι το προσοµοίωµα είναι σε θέση να παράγει υστερητικούς βρόχους 

µε παραµορφωσιακή κράτυνση. Αυτό επιτυγχάνεται µε χρήση κατάλληλων τιµών των 

παραµέτρων β  και γ , όπως δείχθηκε από τον Wen [1]. Σηµειώνεται όµως ότι οι 

παράµετροι β  και γ  δεν έχουν φυσική υπόσταση και επηρεάζουν την συνολική απόκριση 

µε έναν µη ελεγχόµενο τρόπο. Για να αναδειχθεί το σηµείο αυτό, στις εικόνες που 

ακολουθούν έχει σχεδιαστεί τόσο η απόκριση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen όσο και η 

απόκριση του αντίστοιχου διγραµµικού προσοµοιώµατος µε παραµέτρους yF , yu , a , ως 

βάση αναφοράς. Η Εικόνα 4.2.2 παρουσιάζει ένα παράδειγµα από το άρθρο [1]:  

 

Εικόνα 4.2.2: Υστερητικός βρόχος (β=-0.75, γ=0.25, α=0.10, n=1, umax/uy=2) 

Είναι φανερό ότι η απόκριση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen βρίσκεται σε µεγάλη 

απόκλιση από αυτήν του διγραµµικού προσοµοιώµατος. Συνεπώς, δεν δικαιολογείται η 

ονοµασία παραµέτρων όπως «δύναµη διαρροής», «παραµόρφωση διαρροής» κ.λ.π. 

Αντίθετα, σύµφωνα µε µελέτες των Constantinou και Adnane [110], ο περιορισµός 
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( ) 1A β γ+ =  δηµιουργεί ένα προσοµοίωµα χωρίς παραµορφωσιακή κράτυνση, το οποίο 

όµως παρουσιάζει καλές µηχανικές ιδιότητες.  

Πράγµατι, αν θεωρήσουµε ένα ελαστικό – πλήρως πλαστικό σύστηµα ( )0a =  υπό 

µονοτονική φόρτιση, τότε η πραγµατική (δηλαδή η παρατηρούµενη) δύναµη διαρροής του 

συστήµατος θα δίνεται µε βάση την σχέση (4.2.1) ως: 

 
max

 
y y

F F z
∗ =  (4.2.10) 

Είναι φανερό ότι η πραγµατική δύναµη διαρροής 
y

F
∗
 του συστήµατος είναι ίση µε την 

«φυσικώς» εννοούµενη δύναµη διαρροής 
y

F  όταν και µόνον όταν (α) η υστερητική 

παράµετρος z  παρουσιάζει κάποια µέγιστη τιµή (δηλαδή η εξίσωση 0z =ɺ  έχει πραγµατική 

λύση) και (β) η µέγιστη αυτή τιµή είναι ίση µε την µονάδα.  

Οι ακραίες τιµές της υστερητικής παραµέτρου z  προκύπτουν αν θέσουµε 0z =ɺ  στην 

εξίσωση (4.2.2), οπότε προκύπτει: 

 

1
n

ext

A
z

β γ
 

= ± + 
 (4.2.11) 

Η παραπάνω σχέση ορίζεται για κάθε 0n >  όταν και µόνον όταν ( ) 0A β γ+ > . Αυτή 

είναι η απαραίτητη και ικανή συνθήκη για να παρουσιάζει το σύστηµα παραµορφωσιακή 

χαλάρωση. Η παρακάτω Εικόνα 4.2.3 παρουσιάζει ένα παράδειγµα από το άρθρο [1] το 

οποίο εµπίπτει σε αυτή την περίπτωση. Παρατηρείται ότι η µέγιστη τιµή της υστερητικής 

παραµέτρου, η οποία υπολογίζεται από την σχέση (4.2.11), δεν είναι ίση µε την µονάδα. Ως 

αποτέλεσµα, η απόκριση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen παρουσιάζει απόκλιση από αυτήν 

του αντίστοιχου διγραµµικού προσοµοιώµατος. 

Αν απαιτήσουµε η µέγιστη τιµή της υστερητικής παραµέτρου να είναι ίση µε την µονάδα 

για κάθε n , τότε µε βάση την σχέση (4.2.11) προκύπτει η σχέση που προτείνουν οι 

Constantinou και Adnane [110]: 
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 1
A

β γ
=

+
 (4.2.12) 

Τελικά, λαµβάνοντας υπόψη ότι 1A = , προκύπτει ο δεύτερος περιορισµός: 

 1β γ+ =  (4.2.13) 

Με βάση τα παραπάνω, η υστερητική παράµετρος z  παίρνει τιµές στο διάστηµα [ ]1,1− . 

Η παραµορφωσιακή κράτυνση µπορεί να αντιµετωπιστεί µε πιο αποτελεσµατικές µεθόδους, 

όπως µε την χρήση ενός εξειδικευµένου ελατηρίου συνδεδεµένου παράλληλα µε τα ελατήρια 

του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, όπως προτάθηκε από τους Sivaselvan και Reinhorn [46] 

(Εικόνα 4.2.4). Η συµπεριφορά του εξειδικευµένου αυτού ελατηρίου µπορεί να διέπεται από 

κατάλληλες µαθηµατικές εκφράσεις και παραµέτρους οι οποίες έχουν φυσική υπόσταση, 

όπως για παράδειγµα η µετατόπιση µετά την οποία εµφανίζεται η παραµορφωσιακή 

κράτυνση (§3.6.6). 

 

Εικόνα 4.2.3: Υστερητικός βρόχος (β=-0.25, γ=0.75, α=0.10, n=1, umax/uy=5) 

Στην παρούσα διατριβή, οι σχέσεις (4.2.9) και (4.2.13) θεωρείται ότι ισχύουν χωρίς 

περαιτέρω αναφορά. Η µορφή της απόκρισης που φαίνεται στην Εικόνα 4.2.1 λαµβάνεται µε 

εφαρµογή αυτών των δύο περιορισµών. 
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iak

max
hF

( )1 ia k−

max
hF−

elF

u

u

hF

Γραµµικώς Ελαστικό Ελατήριο

Υστερητικό Ελατήριο

gapu−

Ελατήριο παραµορφωσιακής κράτυνσης

,F u

gapu+

 

Εικόνα 4.2.4: Προσοµοίωµα Bouc-Wen µε παραµορφωσιακή κράτυνση 

4.2.3 Παράµετροι β και γ 

Οι παράµετροι β  και γ  καθορίζουν την µορφή των υστερητικών βρόχων. Αν και δεν 

επιβάλλεται ρητά στην παρούσα διατριβή, απαιτήσεις θερµοδυναµικής φύσεως επιβάλλουν 

τον παρακάτω περιορισµό [58]: 

 γ β≥  (4.2.14) 

Σηµειώνεται ότι η σχέση (4.2.14) προκύπτει µε αντιµετάθεση των παραµέτρων β  και γ  

σε σχέση µε το άρθρο [58], λόγω διαφορετικής µαθηµατικής διατύπωσης.  

Εάν η σχέση (4.2.14) ισχύει, τότε η µορφή των υστερητικών βρόχων είναι ελλειψοειδής. 

Σε αντίθετη περίπτωση, οι βρόχοι παίρνουν µορφή “S”. Στην ειδική περίπτωση που 

0.5β γ= = , οι κλάδοι αποφόρτισης είναι ευθείες γραµµές µε κλίση 
y y

F u . Οι υστερητικοί 
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βρόχοι που αντιστοιχούν στις τρεις αυτές περιπτώσεις, καθώς και το αντίστοιχο διγραµµικό 

προσοµοίωµα, παρουσιάζονται στις παρακάτω εικόνες όπου 0.10a = , 2.0n =  και 

5.0max yu u = . Σηµειώνεται ότι και στις τρεις περιπτώσεις η φόρτιση προς οποιαδήποτε 

κατεύθυνση οδηγεί την καµπύλη απόκρισης του προσοµοιώµατος Bouc-Wen ασυµπτωτικά 

προς την απόκριση του αντίστοιχου διγραµµικού προσοµοιώµατος. Η επιθυµητή αυτή 

συµπεριφορά οφείλεται στους επιβαλλόµενους περιορισµούς της §4.2.2. 

 

Εικόνα 4.2.5: Υστερητικός βρόχος (β=0.1, γ=0.9, α=0.10, n=2, umax/uy=5) 

 

Εικόνα 4.2.6: Υστερητικός βρόχος (β=0.9, γ=0.1, α=0.10, n=2, umax/uy=5) 
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Εικόνα 4.2.7: Υστερητικός βρόχος (β=γ=0.5, α=0.10, n=2, umax/uy=5) 

4.2.4 Εκθετική παράµετρος n 

Η εκθετική παράµετρος n  καθορίζει το πόσο απότοµη είναι η µετάβαση του υστερητικού 

ελατηρίου από τον ελαστικό στον µετελαστικό κλάδο. Στην Εικόνα 4.2.8 φαίνονται οι 

υστερητικοί βρόχοι που αντιστοιχούν σε διάφορες τιµές της παραµέτρου n . Είναι φανερό ότι 

για µεγάλες τιµές της παραµέτρου το προσοµοίωµα Bouc-Wen προσοµοιάζει το διγραµµικό. 

 

Εικόνα 4.2.8: Επίδραση εκθετικής παραµέτρου n (β=γ=0.5, α=0.10, umax/uy=5) 
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4.2.5 Παράµετρος α 

Η παράµετρος a  αναπαριστά τον λόγο της µετελαστικής δυσκαµψίας του συστήµατος 

προς την αρχική δυσκαµψία. Στην παρακάτω Εικόνα 4.2.9 φαίνεται η απόκριση ενός 

συστήµατος για 0a =  και 0.10a =  καθώς και η απόκριση των αντίστοιχων διγραµµικών 

προσοµοιωµάτων. 

 

Εικόνα 4.2.9: Επίδραση παραµέτρου α (β=γ=0.5, n=2, umax/uy=5) 

4.2.6 Σηµείο διαρροής (uy,Fy)  

Στην Εικόνα 4.2.10 φαίνεται η απόκριση κατά την µονοτονική φόρτιση ενός συστήµατος 

για 1n =  και n →∞  ( 0a > ). Οι γωνίες που έχουν σηµειωθεί στην εικόνα προκύπτουν ως 

τόξο εφαπτοµένης της αντίστοιχης δυσκαµψίας.  

Ένα θέµα το οποίο χρήζει ιδιαίτερης προσοχής είναι ότι, κατά την µονοτονική φόρτιση, 

το διάγραµµα δύναµης – µετατόπισης γενικά δεν περιλαµβάνει το «σηµείο διαρροής» µε 

συντεταγµένες ( ),y yu F . Όπως είναι φανερό από την Εικόνα 4.2.10α, η µόνη περίπτωση 

που αυτό συµβαίνει είναι όταν η εκθετική παράµετρος n  παίρνει πολύ µεγάλες τιµές 

(πρακτικά, µεγαλύτερες του 5).  
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u

y
F

n →∞
1n =

F

yu

i y y
k F u=

 f ik a k=

u

( )1 ya F−

yu

( )1
y y

a F u−

(α) (β)
hF

 

Εικόνα 4.2.10: Απόκριση σε µονοτονική φόρτιση (α) συνολική (β) υστερητικού ελατηρίου 

Συνεπώς, στην περίπτωση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, ο όρος «σηµείο διαρροής» 

δεν αντιστοιχεί κατ’ ανάγκη στο σαφώς ορισµένο σηµείο διαρροής το οποίο ενδεχοµένως να 

εµφανίζει κάποιο υλικό ή κατασκευή κατά την διεξαγωγή ενός πειράµατος. Έτσι, η 

πληροφορία του σηµείου διαρροής γενικά δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την εκτίµηση 

των τιµών των παραµέτρων 
y

u , 
y

F . Αντίθετα, απαιτείται η εφαρµογή ειδικών µεθόδων 

ταυτοποίησης παραµέτρων, όπως αναλύεται στο Κεφάλαιο 5. 

4.2.7 Ιξώδης απόσβεση 

Πέρα από την υστερητική απόσβεση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, µπορεί να ληφθεί 

υπόψη και απόσβεση ιξώδους φύσης. Αυτό επιτυγχάνεται µε την προσθήκη ενός κατάλληλου 

όρου στην εξίσωση κίνησης και ισοδυναµεί µε παράλληλη σύνδεση ενός αποσβεστήρα 

(dashpot) µε τα ελατήρια του προσοµοιώµατος Bouc-Wen (Εικόνα 4.2.11). 

Στην περίπτωση χρήσης γραµµικού συντελεστή ιξώδους απόσβεσης, η εξίσωση κίνησης 

ενός µονοβάθµιου συστήµατος διαµορφώνεται ως: 

 ( ) ( ) ( ) ( )  m u t c u t F t f t+ + =ɺɺ ɺ  (4.2.15) 

όπου: 

o m  η µάζα του συστήµατος, 
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o u  η µετατόπιση, 

o c  ο γραµµικός συντελεστής ιξώδους απόσβεσης, 

o ( )F t  η δύναµη επαναφοράς του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, 

o ( )f t  η δύναµη διέγερσης. 

iak

max
hF

( )1 ia k−

max
hF−

elF

u

u

hF

Γραµµικώς Ελαστικό Ελατήριο

Υστερητικό Ελατήριο

Αποσβεστήρας

,F u

 

Εικόνα 4.2.11: Προσοµοίωµα Bouc-Wen µε παράλληλη σύνδεση ιξώδους αποσβεστήρα 

4.3 Απόκριση και αναλισκόµενη ενέργεια 

4.3.1 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 

Ο υπολογισµός της απόκρισης και της αναλισκόµενης ενέργειας είναι θέµα ιδιαίτερου 

ενδιαφέροντος. Η απόκριση συνήθως υπολογίζεται µε αριθµητικές µεθόδους βήµα-προς-

βήµα στα πλαίσια της επίλυσης της εξίσωσης της κίνησης. Με αυτόν τον τρόπο µπορούν να 

ληφθούν υπόψη και φαινόµενα ιξώδους φύσης. Εξ’ ορισµού όµως, η υστερητική απόκριση 
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είναι ανεξάρτητη του ρυθµού επιβολής της µετατόπισης [2]. Επίσης, για ένα πλήθος 

εφαρµογών, όπως για παράδειγµα στα συστήµατα σεισµικής µόνωσης, τα φαινόµενα 

ιξώδους φύσης είναι ασήµαντα και µπορούν να αγνοηθούν [67].  

Με βάση την διαφορική εξίσωση της υστερητικής παραµέτρου z , γίνεται επανεξέταση 

του προσοµοιώµατος Bouc-Wen από µαθηµατικής άποψης. Παρουσιάζονται αναλυτικές 

σχέσεις τόσο για την υστερητική απόκριση όσο και για την αναλισκόµενη ενέργεια υπό 

συµµετρική ανακυκλιζόµενη φόρτιση [57]. 

4.3.2 Επισκόπηση υφιστάµενου ερευνητικού έργου 

Στην βιβλιογραφία δεν φαίνεται να υπάρχει κάποια συστηµατική µελέτη η οποία να 

παρουσιάζει αναλυτικές σχέσεις για την απόκριση και την αναλισκόµενη ενέργεια του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Για το απλούστερο προσοµοίωµα του Bouc (όπου δεν υπάρχει εκθετική παράµετρος), 

µελέτες του ίδιου του Bouc [9] παρουσιάζουν την απόκριση και την αναλισκόµενη ενέργεια 

στην ειδική περίπτωση χρήσης πυρήνα εκθετικού πολυωνύµου (§3.2.3). 

4.3.3 Απόκριση 

Για λόγους απλότητας, θεωρούµε το βασικό µονοβάθµιο προσοµοίωµα Bouc-Wen το 

οποίο παρουσιάστηκε στην §4.1. Η µεθοδολογία που θα αναπτυχθεί στο παρόν κεφάλαιο 

αφορά την υστερητική απόκριση και η ανάλυση εστιάζεται στο υστερητικό ελατήριο µόνον. 

Συνεπώς, η µεθοδολογία βρίσκει εφαρµογή σχεδόν αυτούσια και σε πιο σύνθετα 

προσοµοιώµατα. 

Η συµπεριφορά του προσοµοιώµατος Bouc-Wen µπορεί να κατηγοριοποιηθεί µε βάση το 

πρόσηµο των uɺ  και z  σε τέσσερις υποπεριπτώσεις. Στην Εικόνα 4.3.1 φαίνεται η απόκριση 

(σε σταθερή κατάσταση) ενός συστήµατος υποβαλλόµενου σε συµµετρική ανακυκλιζόµενη 

φόρτιση. Η διακεκοµµένη γραµµή υποδεικνύει την απόκριση του γραµµικώς ελαστικού 

ελατηρίου. Στα σηµεία A  και C  παρουσιάζεται αλλαγή πρόσηµου της ταχύτητας uɺ , ενώ 
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στα σηµεία B  και D  παρουσιάζεται αλλαγή πρόσηµου της υστερητικής δύναµης 
hF  ή 

ισοδύναµα της υστερητικής παραµέτρου [ ]1,1z∈ − . Ο υπολογισµός της απόκρισής του 

γραµµικώς ελαστικού ελατηρίου είναι τετριµµένος και συνεπώς η παρούσα µελέτη εστιάζεται 

στο υστερητικό ελατήριο. 

f i
k ak=

F

A

B

D

C

0, 0u z> >ɺ

0, 0u z< >ɺ

0, 0u z< <ɺ

0, 0u z> <ɺ

 

Εικόνα 4.3.1: Απόκριση προσοµοιώµατος Bouc-Wen υπό συµµετρική ανακυκλιζόµενη φόρτιση 

Στην µη τετριµµένη περίπτωση όπου β γ≠  και µε απαλοιφή του χρόνου, η εξίσωση 

(4.2.2) µπορεί να γραφτεί µε την µορφή: 

 
( )( )1 sgn

y

n

u
du dz

z uzβ γ
=

− + ɺ
 (4.3.1) 

Το αόριστο ολοκλήρωµα της (4.3.1) µπορεί να εκφραστεί αναλυτικά µε όρους της 

υπεργεωµετρικής συνάρτησης ( )2 1
, , ;F a b c w  του Gauss [40]. Λαµβάνοντας υπόψη τις 

αρχικές συνθήκες, η εξίσωση (4.3.1) παίρνει την µορφή: 

 

0

0
2 1

1 1
1, ,1 ;

z

n

y z

u u
z F q z

u n n

−  = + 
 

 (4.3.2) 

όπου: 

o ( )sgnq u zβ γ= + ɺ  συντελεστής που θεωρείται σταθερός κατά την θεωρούµενη 

µεταβολή του συστήµατος, 
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o 0u  η αρχική τιµή της µετατόπισης, 

o 0z  η αρχική τιµή της υστερητικής παραµέτρου. 

Η εξίσωση (4.3.2) ισχύει για κάθε τιµή των παραµέτρων n , β  και γ , αρκεί η τιµή του 

q  να παραµένει σταθερή κατά την διάρκεια της θεωρούµενης µεταβολής του συστήµατος. 

Επιπλέον, µπορεί να επιλυθεί αναλυτικά ως προς z  για δεδοµένες τιµές της εκθετικής 

παραµέτρου n . Για 1n =  προκύπτει: 

 
( ) ( )( )

( ) ( )0sgn

0sgn sgn y

z q u u

u
z q z z e

z
q

−
−

+ −
=  (4.3.3) 

Για 2n =  προκύπτει: 

 
( ) ( )( )0 0tanh arctanhyq u u u q z

z
q

− +
=  (4.3.4) 

όπου: 

o ( )tanh i  η υπερβολική εφαπτοµένη, 

o ( )arctanh i  το τόξο υπερβολικής εφαπτοµένης. 

Σηµειώνεται ότι στην εξίσωση (4.3.4) ο όρος q  µπορεί να είναι µιγαδικός, όµως το 

αποτέλεσµα είναι πραγµατικός αριθµός ως προς z . Οι παραπάνω εξισώσεις εφαρµόζονται 

κατά τµήµατα, έτσι ώστε η τιµή του q  να παραµένει σταθερή. Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να 

δοθεί στις τιµές των πρόσηµων και το πεδίο ορισµού της υστερητικής παραµέτρου z  ανά 

τµήµα (Πίνακας 4.3.1). 

Για αυθαίρετες τιµές της εκθετικής παραµέτρου n , η εξίσωση (4.3.2) πρέπει να επιλυθεί 

µε αριθµητικές µεθόδους. Από την εξίσωση (4.3.1) προκύπτει ότι, τουλάχιστον όταν 

( ]0,1γ ∈ , η υστερητική παράµετρος z  είναι συνεχής και αυστηρά µονότονη συνάρτηση της 

µετατόπισης u . Έτσι, εάν υπάρχει ρίζα της εξίσωσης (4.3.2) στο αντίστοιχο πεδίο ορισµού 

(Πίνακας 4.3.1), τότε αυτή είναι µοναδική. Η ρίζα µπορεί να προσδιοριστεί µε πολύ εύκολο 
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και αποδοτικό τρόπο µε χρήση του θεωρήµατος Bolzano – Weierstrass [66] και τεχνικές 

διχοτόµησης διαστηµάτων. Η µέθοδος Van Wijngaarden – Dekker – Brent [65], η οποία 

συνδυάζει διχοτόµηση (bisection) και αντίστροφη τετραγωνική παρεµβολή (inverse quadratic 

interpolation) αποτελεί µια πολύ καλή λύση καθώς απαιτεί λίγα βήµατα (συνήθως 7 µε 10) 

για να υπολογίσει την άγνωστη υστερητική παράµετρο z  µε διπλή ακρίβεια. Σηµειώνεται ότι 

η µέθοδος Brent εγγυάται την εύρεση της ρίζας, εφόσον αυτή έχει φραγεί σε κάποιο 

διάστηµα. 

Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι η υπεργεωµετρική συνάρτηση 

( )2 1
, , ;F a b c w  δεν ορίζεται στο σηµείο ( )1,0w  του µιγαδικού επιπέδου [40], [65]. Το 

σηµείο αυτό είναι ιδιαίτερης σηµασίας καθώς αντιστοιχεί, µε βάση τις εξισώσεις (4.2.11) και 

(4.3.2), σε πλήρη διαρροή του συστήµατος. Συνεπώς, είναι απαραίτητος ο υπολογισµός του 

ορίου της υπεργεωµετρικής συνάρτησης καθώς 1w
−→ . Ο υπολογισµός της 

υπεργεωµετρικής συνάρτησης γενικά, αλλά και ο υπολογισµός του ορίου ειδικότερα, δεν 

είναι τετριµµένοι και θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν κατάλληλες τεχνικές, όπως αναλύεται 

στο Παράρτηµα A. 

 

Τµήµα q  ( )sgn z  Πεδίο Ορισµού 

AB  β γ−    1 [ ] [ ]0 0
0,1 ,  0,z z z∈ ∈  

BC  1  1−  ( ] ( ]0 0
1,0 ,  1,z z z∈ − ∈ −

 
CD  β γ−  1−  [ ] [ ]0 0

1,0 ,  ,0z z z∈ − ∈  

DA  1    1 [ ) [ )0 0
0,1 ,  ,1z z z∈ ∈  

Πίνακας 4.3.1: Τιµές πρόσηµων και πεδία ορισµού υστερητικής παραµέτρου z 

Κατά την φάση της φόρτισης προς οποιαδήποτε κατεύθυνση, γίνεται απόπειρα να γίνει 

φραγή της άγνωστης ρίζας µε ακραία τιµή της z  ίσης ( )1 ε± − , όπου ε  είναι η παράµετρος 

έψιλον του υπολογιστή. Αν αυτό αποτύχει, τότε το σύστηµα έχει διαρρεύσει πλήρως και 

τίθεται 1z ≅ ± . Κατά την φάση της αποφόρτισης, εάν δεν µπορεί να γίνει φραγή της ρίζας 
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τότε υποχρεωτικά υπάρχει αλλαγή τµήµατος, δηλαδή από το AB  στο BC  ή από το CD  

στο DA , και η υστερητική παράµετρος z  πρέπει να υπολογιστεί σε δύο βήµατα. 

Στην ειδική περίπτωση όπου 1 2β γ= = , οι κλάδοι αποφόρτισης είναι ευθείες γραµµές 

και η ολοκλήρωση της εξίσωσης (4.3.1) δίνει: 

 
( )0

0

y

u u
z z

u

−
= +  (4.3.5) 

Η εξίσωση (4.3.5) είναι ανεξάρτητη της εκθετικής παραµέτρου n . Οι κλάδοι φόρτισης 

καλύπτονται από την εξίσωση (4.3.2). 

4.3.4 Αναλισκόµενη ενέργεια 

Η αναλισκόµενη ενέργεια εκφράζεται από το εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται 

από τους υστερητικούς βρόχους κατά έναν πλήρη κύκλο φόρτισης. Η απόδειξη αυτού 

βασίζεται στον Πρώτο και τον ∆εύτερο Νόµο της Θερµοδυναµικής, µε τις επιπλέον υποθέσεις 

ότι (α) επικρατούν ισοθερµικές συνθήκες και (β) το διάνυσµα των εσωτερικών µεταβλητών 

κατάστασης (Ε.Μ.Κ.) λαµβάνει την ίδια τιµή στην αρχή και το τέλος του κύκλου [4], [59]. 

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιαστούν αναλυτικές εκφράσεις της αναλισκόµενης 

ενέργειας υπό συµµετρική περιοδική φόρτιση τύπου κύµατος (symmetric wave T-periodic 

input) [61]. Αυτού του τύπου οι φορτίσεις είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένες και περιλαµβάνουν 

ηµιτονοειδείς φορτίσεις, τριγωνικές φορτίσεις κ.λ.π. Αποδεικνύεται ότι η απόκριση υπό 

περιοδική φόρτιση είναι επίσης, ασυµπτωτικά, περιοδική µε την ίδια περίοδο [61].  

Το γραµµικώς ελαστικό ελατήριο (Εικόνα 4.2.1) δεν αναλίσκει ενέργεια (γενικά), αλλά 

ούτε και αποθηκεύει ενέργεια σε ένα κλειστό κύκλο µετατόπισης. Συνεπώς, στην παρούσα 

ανάλυση θα αγνοηθεί. Στην Εικόνα 4.3.2 φαίνεται η απόκριση του υστερητικού ελατηρίου 

(σε σταθερή κατάσταση) υπό συµµετρική περιοδική ανακυκλιζόµενη φόρτιση, όπου η 

µέγιστη µετατόπιση maxu  είναι κοινή και προς τις δύο κατευθύνσεις φόρτισης και 

( )max
1h

y
F a F= −  είναι η µέγιστη δυνατή (αλλά όχι απαραίτητα παρατηρούµενη) δύναµη του 
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υστερητικού ελατηρίου. Όπως και στην προηγούµενη παράγραφο, στα σηµεία A  και C  

παρουσιάζεται αλλαγή πρόσηµου της ταχύτητας uɺ  ενώ στα σηµεία B  και D  παρουσιάζεται 

αλλαγή πρόσηµου της υστερητικής δύναµης 
hF  ή, ισοδύναµα, της υστερητικής παραµέτρου 

[ ]1,1z∈ − . 

u
max

u

h
F

A

B

C

max
u−

max

h
F−

D

A′

C′ D′ G ( )max
1

y

h
F a F= −

 

Εικόνα 4.3.2: Απόκριση υστερητικού ελατηρίου υπό συµµετρική ανακυκλιζόµενη φόρτιση 

Λαµβάνοντας υπόψη την συµµετρία, προκύπτει ότι maxA Cu u u= − =  και A Cz z= − , όπου 

ο δείκτης υποδεικνύει το αντίστοιχο σηµείο του υστερητικού βρόχου. Με βάση τα παραπάνω 

και χρησιµοποιώντας την εξίσωση (4.3.2) προκύπτει ότι: 

 ( )max
2 1 2 1

1 1 1 1
1, ,1 ; 1, ,1 ;

2

n nA
A A

y

u z
F z F z

u n n n n
β γ

    = + − + +    
    

 (4.3.6) 

όπου, Az  είναι η άγνωστη µέγιστη τιµή της υστερητικής παραµέτρου z . Από την 

παραπάνω εξίσωση προκύπτουν αναλυτικές εκφράσεις της Az  για συγκεκριµένες τιµές της 

εκθετικής παραµέτρου n  και της παράστασης ( )β γ− . Για παράδειγµα, για 1n = , 0β = , 

1γ = , προκύπτει ότι: 

 

max

max

2

2

1

1

y

y

u

u

A u

u

e
z

e

− +
=

+

 (4.3.7) 
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Για 1n = , 1 2β γ= = , προκύπτει: 

 

max1 2

1 ProductLog y

u

u

Az e
− 

 = −
 
 

 (4.3.8) 

όπου, ( )ProductLog z  είναι η κύρια λύση της εξίσωσης 
w

z we=  ως προς w  [63].  

Γενικά, όµως, η εξίσωση (4.3.6) πρέπει να επιλυθεί αριθµητικά. Κατ’ όµοιο τρόπο, όπως 

στην προηγούµενη παράγραφο, η µέθοδος Van Wijngaarden – Dekker – Brent [65] συγκλίνει 

µε πάρα πολύ καλό ρυθµό. Αν η φραγή της ρίζας της Az  στο διάστηµα [ ]0,1 ε−  αποτύχει, 

τότε θεωρείται ότι το σύστηµα έχει διαρρεύσει πλήρως και η Az  τίθεται ίση µε την µονάδα. 

Η αναλισκόµενη ενέργεια σε έναν πλήρη κύκλο µπορεί να εκφραστεί µε βάση την 

µέγιστη τιµή της υστερητικής παραµέτρου Az . Το εµβαδόν της περικλειόµενης επιφανείας 

δίνεται από την σχέση: 

 
h

E F du= ∫�  (4.3.9) 

Λαµβάνοντας υπόψη την συµµετρία, η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί στην µορφή: 

 2
A

C

u

h

u

E F du= ∫  (4.3.10) 

Με ολοκλήρωση κατά τµήµατα και αλλαγή µεταβλητής προκύπτει: 

 
( ) ( )

0

max

0

2
11

A

A

z

h

y n n

z

z z
E F u dz dz

zz β γ−

 
= + 

 −− − − 
∫ ∫  (4.3.11) 

Η σχέση (4.3.11) µπορεί να γραφτεί σε αναλυτική µορφή µε όρους υπεργεωµετρικής 

συνάρτησης ως εξής: 

 ( )max
2 h

y CD DA
E F u k k= +  (4.3.12) 

όπου: 
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 ( )2

2 1

1 2 2
1, ,1 ;

2

n

CD A Ak z F z
n n

β γ = − + − 
 

 (4.3.13) 

 
2

2 1

1 2 2
1, ,1 ;

2

n

DA A A
k z F z

n n

 = + 
 

 (4.3.14) 

Οι σχέσεις (4.3.12) ως (4.3.14) µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον υπολογισµό της 

αναλισκόµενης ενέργειας µόνον σε περίπτωση µερικής διαρροής του συστήµατος. Στην 

περίπτωση πλήρους διαρροής οι εξισώσεις δεν είναι ευσταθείς, διότι αφ’ ενός η µέγιστη τιµή 

της υστερητικής παραµέτρου Az  είναι πολύ κοντά στην µονάδα και δεν µπορεί να 

υπολογιστεί µε επαρκή ακρίβεια και αφ’ ετέρου η υπεργεωµετρική συνάρτηση 

( )2 1
, , ;F a b c w  δεν ορίζεται για 1w = .  

Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται αποτελεσµατικά µε χρήση µιας εναλλακτικής µεθόδου 

που βασίζεται στον υπολογισµό συµπληρωµατικών εµβαδών, δηλαδή των 

γραµµοσκιασµένων εµβαδών στην Εικόνα 4.3.2. Η αναλισκόµενη ενέργεια µπορεί να 

υπολογιστεί αν αφαιρεθούν τα συµπληρωµατικά εµβαδά από το εµβαδόν του εξωτερικού 

παραλληλογράµµου AC CA′ ′  ως εξής: 

 ( )max max max
4 2

A

C

u

h h h

u

E F u F F du= − −∫  (4.3.15) 

Το συµπληρωµατικό εµβαδόν για το τµήµα CD  υπολογίζεται ως εξής: 

 �

( ) ( )

0

max

1

1
A

h

y nD C CD

z

z
E F u dz

z β γ′ ′
−

−
=

− − −∫  (4.3.16) 

Το ολοκλήρωµα (4.3.16) µπορεί να εκφραστεί µε όρους υπεργεωµετρικής συνάρτησης 

ως εξής: 

 � max

h

y CDD C CD
E F u k∗

′ ′
=  (4.3.17) 

όπου: 
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 ( ) ( )2

2 1 2 1

1 1 1 2 2
1, ,1 ; 1, ,1 ;

2

n n

CD A A A Ak z F z z F z
n n n n

β γ β γ∗    = + − + + −   
   

 (4.3.18) 

Όταν το σύστηµα διαρρέει πλήρως, προκύπτει ότι 1Az ≅  και η παράµετρος CDk
∗

 είναι 

συνάρτηση των n  και γ  µόνον (Εικόνα 4.3.3α). Επιπλέον, όταν 1 2β γ= =  ο κλάδος 

αποφόρτισης είναι ευθεία γραµµή µε κλίση 
max

h

y
F u . Σε αυτήν την περίπτωση, η εξίσωση 

(4.3.17) δίνει ως αποτέλεσµα 
max

3 2 h

y
F u  (ανεξάρτητο του n ), δηλαδή το εµβαδόν του 

τραπεζίου D C CD′ ′  (Εικόνα 4.3.2). 

 

Εικόνα 4.3.3: (α) k*
CD ως συνάρτηση των n, γ (β) k*

DA ως συνάρτηση του n (πλήρης διαρροή) 

Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική, το συµπληρωµατικό εµβαδόν για το τµήµα DA  

υπολογίζεται ως εξής: 

 � max

0

1

1

Az

h

y nAD D

z
E F u dz

z′

−
=

−∫  (4.3.19) 

Το ολοκλήρωµα (4.3.19) µπορεί να εκφραστεί µε όρους υπεργεωµετρικής συνάρτησης 

ως εξής: 

 � max

h

y DAAD D
E F u k∗

′
=  (4.3.20) 

όπου: 
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2

2 1 2 1

1 1 1 2 2
1, ,1 ; 1, ,1 ;

2

n n

DA A A A Ak z F z z F z
n n n n

∗    = + − +   
   

 (4.3.21) 

Η ειδοποιός διαφορά σε σχέση µε την µέθοδο απ’ ευθείας ολοκλήρωσης, δηλαδή σε 

σχέση µε τις εξισώσεις (4.3.12) ως (4.3.14), είναι ότι όταν το σύστηµα διαρρέει πλήρως και 

1Az
−→  το όριο της εξίσωσης (4.3.21) είναι πεπερασµένο και µπορεί να υπολογιστεί 

αριθµητικά. Επιπλέον, υπάρχουν και αναλυτικές τιµές του ορίου για διάφορες τιµές της 

εκθετικής παραµέτρου n  (Πίνακας 4.3.2). 

 

n  
DAk
∗  (αναλυτικά) DAk

∗  (αριθµητικά) 

1 2  5 3 1.666667  

1  1 1.000000  

3 2  ( )2 1 3 9π−  0.790800  

2  ( )ln 2  0.693147  

3  3 9π  0.604600  

4  ( )( )+ln 4 8π  0.565986  

6  ( )( )3 +ln 64 18π  0.533349  

12  ( ) ( )( )2 ln 4 3 ln 7 4 3 24π + − −  0.509648  

Πίνακας 4.3.2: Παράµετρος k*
DA για διάφορες τιµές του n (πλήρης διαρροή) 

Για µεγάλες τιµές του n , η µετάβαση του υστερητικού ελατηρίου από τον ελαστικό στον 

πλαστικό κλάδο είναι απότοµη. Παρατηρείται ότι καθώς αυξάνει το n , η παράµετρος 
DAk
∗

 

προσεγγίζει ασυµπτωτικά το 1 2  (Εικόνα 4.3.3β). Στο όριο, η εξίσωση (4.3.20) δίνει ως 

αποτέλεσµα 
max

2h

y
F u , δηλαδή το εµβαδόν του τριγώνου GD D′  (Εικόνα 4.3.2). 

Με βάση τα συµπληρωµατικά εµβαδά, δηλαδή τις εξισώσεις (4.3.17) και (4.3.20), η 

εξίσωση (4.3.15) παίρνει την µορφή: 

 max
max

2 2h

y CD DA

y

u
E F u k k

u

∗ ∗
 

= − −  
 

 (4.3.22) 
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Η εξίσωση (4.3.22) µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περίπτωση τόσο µερικής όσο και 

πλήρους διαρροής. Ειδικότερα στην τελευταία περίπτωση, η οποία είναι ιδιαίτερου 

ενδιαφέροντος, οι τιµές των παραµέτρων CDk
∗

 και DAk
∗

 µπορούν να ληφθούν από απλές 

προσεγγιστικές σχέσεις, ως εξής: 

 
( ) ( ) [ ] [ ]

0.003ln 1.784ln 1.238
1.5,  0.5,12 ,  0.5,1.0

1 0.89 0.592
CD

n
k n

n

γ
γ

γ
∗ − −
≅ + ∈ ∈

+ +
 (4.3.23) 

 [ ]
2

2

126.57 87.66 35.96
,  0.5,12

1.0 177.37 71.83
DA

n n
k n

n n

∗ + +
≅ ∈

+ +
 (4.3.24) 

oπου, ( )ln i  ο φυσικός λογάριθµος. 

Οι παραπάνω σχέσεις προέκυψαν µε χρήση καθιερωµένων τεχνικών από ένα µεγάλο 

πλήθος πιθανών εξισώσεων [69]. Το µέγιστο σχετικό λάθος της εξίσωσης (4.3.23) είναι 

λιγότερο από 0.4% ενώ το µέσο σχετικό λάθος είναι 0.03%. Για τιµές του 1n ≥ , το µέγιστο 

σχετικό λάθος της ίδιας εξίσωσης είναι της τάξης του 0.15% ενώ το µέσο σχετικό λάθος είναι 

0.02%. Η εξίσωση (4.3.24) είναι σε κάθε περίπτωση ακριβής στο τρίτο δεκαδικό ψηφίο. 

4.3.5 Εφαρµογές 

4.3.5.1 Αναλισκόµενη ενέργεια κατά την διάρκεια πλήρους υστερητικού βρόχου 

Η Εικόνα 4.3.4 παρουσιάζει την αναλισκόµενη ενέργεια DE  κατά την διάρκεια ενός 

πλήρους υστερητικού βρόχου ως συνάρτηση της µέγιστης µετατόπισης. Παρουσιάζονται τα 

αποτελέσµατα για διάφορες τιµές της εκθετικής παραµέτρου n . Οι δύο άξονες είναι 

κανονικοποιηµένοι, ενώ η παράµετρος γ  τέθηκε ίση µε 0.9 σε όλες τις περιπτώσεις. 

Σηµειώνεται ότι ο λόγος ( )max

h

yDE F u  είναι ανεξάρτητος του a . 

Παρατηρείται ότι καθώς η µέγιστη µετατόπιση αυξάνεται, όλες οι καµπύλες γίνονται 

παράλληλες ευθείες γραµµές µε κλίση ίση µε 4. Αυτό είναι αναµενόµενο, αφού για ένα 

σύστηµα που διαρρέει πλήρως, µια αύξηση 
maxu∆  στην µέγιστη µετατόπιση θα είχε ως 

αποτέλεσµα µια αύξηση 
max max4 h

E F u∆ = ∆  του εµβαδού που περικλείεται από τον 
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υστερητικό βρόχο (Εικόνα 4.3.2). Επιπλέον, καθώς αυξάνεται η τιµή της εκθετικής 

παραµέτρου n , η µετάβαση από τον ελαστικό στον µετελαστικό κλάδο γίνεται απότοµα. 

Έτσι, η αναλισκόµενη ενέργεια µειώνεται για τιµές της µέγιστης παραµόρφωσης µικρότερες 

της «παραµόρφωσης διαρροής», δηλαδή για max 1yu u < . 

 

Εικόνα 4.3.4: Αναλισκόµενη ενέργεια ως συνάρτηση της µέγιστης µετατόπισης (β=0.1, γ=0.9)) 

4.3.5.2 Προσεγγιστική µέθοδος υπολογισµού και διγραµµικό προσοµοίωµα 

Συντάχθηκε µια παραµετρική µελέτη η οποία παρουσιάζει τις διαφορές των µεθόδων 

υπολογισµού της αναλισκόµενης ενέργειας ενός συστήµατος κατά την διάρκεια ενός πλήρους 

υστερητικού βρόχου. Οι τρεις µέθοδοι που εξετάζονται είναι οι εξής: 

1) η ακριβής µέθοδος υπολογισµού της αναλισκόµενης ενέργειας του προσοµοιώµατος 

Bouc-Wen, όπως παρουσιάστηκε στην §4.3.4, 

2) η προσεγγιστική µέθοδος της §4.3.4, δηλαδή οι σχέσεις (4.3.23) και (4.3.24), 

3) οι σχέσεις που δίνουν την αναλισκόµενη ενέργεια του αντίστοιχου διγραµµικού 

προσοµοιώµατος. 
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Θεωρώντας ως βάση την ακριβή µέθοδο της §4.3.4, υπολογίστηκε το σχετικό λάθος της 

προσεγγιστικής µεθόδου καθώς και του διγραµµικού προσοµοιώµατος. Στην τελευταία 

περίπτωση, η αναλισκόµενη ενέργεια υπολογίζεται εύκολα ως εξής [64]: 

 ( )
max

maxmax max

0 1
  ,   

14

y

yy y

u u
DE

u uF u F u

 ≤
=  >−

 (4.3.25) 

Τέθηκε 0.5β γ= =  ώστε οι κλάδοι αποφόρτισης να είναι ευθείες γραµµές µε κλίση 

y y
F u , όπως και στο διγραµµικό προσοµοίωµα. Με βάση αυτή την παραδοχή, το σχετικό 

λάθος είναι συνάρτηση µόνο του εύρους µετατόπισης και της εκθετικής παραµέτρου n . 

Τα αποτελέσµατα της παραµετρικής µελέτης παρουσιάζονται στην Εικόνα 4.3.5. Το 

πρώτο συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι, εφόσον η µέγιστη παραµόρφωση είναι 

µεγαλύτερη από το τετραπλάσιο της «παραµόρφωσης διαρροής», η προσεγγιστική µέθοδος 

παρουσιάζει πρακτικά µηδενικό λάθος σε σχέση µε την ακριβή µέθοδο για κάθε τιµή της 

εκθετικής παραµέτρου n . Σε κάθε περίπτωση, η προσεγγιστική µέθοδος είναι πολύ 

ακριβέστερη από το διγραµµικό προσοµοίωµα. 

 

Εικόνα 4.3.5: Σχετικό λάθος (%) στον υπολογισµό της αναλισκόµενης ενέργειας 
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Επίσης, το σχετικό λάθος µεταξύ της ακριβούς µεθόδου και του διγραµµικού 

προσοµοιώµατος µειώνεται καθώς αυξάνεται η τιµή της εκθετικής παραµέτρου n . Αυτό είναι 

αναµενόµενο, αφού για µεγάλες τιµές της παραµέτρου n  το προσοµοίωµα Bouc-Wen 

προσοµοιάζει το διγραµµικό. 

Τέλος, παρατηρείται ότι το σχετικό λάθος µειώνεται καθώς αυξάνεται η µέγιστη 

µετατόπιση. Αυτό είναι επίσης αναµενόµενο, αφού η συνολική αναλισκόµενη ενέργεια 

αυξάνεται µε µεγαλύτερο ρυθµό σε σχέση µε το λάθος και συνεπώς το σχετικό λάθος 

µειώνεται. 

4.3.5.3 Ανελαστικές παραµορφώσεις του προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

Με βάση τα παραπάνω προκύπτει ένα σηµαντικό συµπέρασµα: στο προσοµοίωµα Bouc-

Wen δεν υπάρχει αµιγώς ελαστική περιοχή, δηλαδή προβλέπονται ανελαστικές 

παραµορφώσεις ανεξάρτητα από την ένταση της φόρτισης. Για να αποδειχθεί αυτό, 

υποθέτουµε ότι είναι εφικτός ένας κλειστός κύκλος φόρτισης χωρίς ανελαστικές 

παραµορφώσεις (Εικόνα 4.3.6). 

F

1

u

0

2
 

Εικόνα 4.3.6: Υποθετικός κλειστός κύκλος φόρτισης χωρίς ανελαστικές παραµορφώσεις 

Λόγω του κλειστού κύκλου παραµόρφωσης, µπορούµε να αγνοήσουµε το ελαστικό 

ελατήριο του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Χρησιµοποιώντας την σχέση (4.3.2) κατά την 
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µετάβαση 0 1 2→ →  και λαµβάνοντας υπόψη ότι 1 0z > , 0 2 0u u= =  και 0 2 0z z= =  

προκύπτουν οι σχέσεις: 

 ( )1
1 2 1 1

0 1 1
 1, ,1 ; 0n

y

u
z F z

u n n
β γ

−  = + + − 
 

 (4.3.26) 

 ( )1
1 2 1 1

0 1 1
0  1, ,1 ; n

y

u
z F z

u n n
β γ

−  = − + − 
 

 (4.3.27) 

Προσθέτοντας κατά µέλη και απλοποιώντας λαµβάνεται: 

 ( ) ( )2 1 1 2 1 1

1 1 1 1
1, ,1 ; 1, ,1 ;n nF z F z

n n n n
β γ β γ   + − = + +   

   
 (4.3.28) 

Η σχέση (4.3.28) ισχύει όταν β γ β γ+ = −  ή 0γ = . Σε αυτήν την περίπτωση, το 

προσοµοίωµα Bouc-Wen εκφυλίζεται σε ένα µη-γραµµικό ελαστικό προσοµοίωµα στο οποίο 

οι κλάδοι φόρτισης-αποφόρτισης ταυτίζονται και έχουν την µορφή “S”. 

Για να έχει νόηµα η χρήση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen υποθέτουµε ότι 0γ ≠ . Τότε, 

µε την ίδια συλλογιστική, είναι δυνατός ο υπολογισµός της ανελαστικής παραµόρφωσης κατά 

έναν κύκλο φόρτισης – αποφόρτισης (Εικόνα 4.3.7). Στην εικόνα απεικονίζεται η απόκριση 

του ελαστικού ελατηρίου µε διακεκοµµένη γραµµή. 

F

1

2

u

0

3  

Εικόνα 4.3.7: Υπολογισµός ανελαστικών παραµορφώσεων προσοµοιώµατος Bouc-Wen 
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Χρησιµοποιώντας την σχέση (4.3.2) κατά την µετάβαση 0 1 2 3→ → →  και 

λαµβάνοντας υπόψη ότι 0 0u = , 0 2 0z z= = , 1 0z >  και 3 0z <  προκύπτουν οι σχέσεις: 

 ( )1
1 2 1 1

0 1 1
 1, ,1 ; 0n

y

u
z F z

u n n
β γ

−  = + + − 
 

 (4.3.29) 

 ( )2 1
1 2 1 1

1 1
0  1, ,1 ; n

y

u u
z F z

u n n
β γ

−  = − + − 
 

 (4.3.30) 

 ( )( )3 2
3 2 1 3

1 1
1, ,1 ; 0

n

y

u u
z F z

u n n
β γ

−  = + + − − 
 

 (4.3.31) 

όπου θεωρήθηκε ότι β γ≠  για να έχει νόηµα η χρήση της υπεργεωµετρικής 

συνάρτησης κατά την αποφόρτιση 1 2→ . Στο σηµείο 3 η δύναµη του υστερητικού 

ελατηρίου είναι αντίθετη αυτής του ελαστικού, ώστε το άθροισµά τους να είναι µηδέν. 

Συνεπώς: 

 ( ) 3 3
1

y

y

y

F
a F z a u

u
− = −  (4.3.32) 

Ή διαφορετικά: 

 
( )

3
3

1
y

a u
z

a u
= −

−
 (4.3.33) 

Προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις (4.3.29) ως (4.3.31) και αντικαθιστώντας την σχέση 

(4.3.33) προκύπτει: 

 

( ) ( )

( )
( )

( )

3
1 2 1 1 1 2 1 1

3 3
2 1

1 1 1 1
 1, ,1 ; 1, ,1 ;

1 1
1, ,1 ;

1 1

n n

y

n

y y

u
z F z z F z

u n n n n

a u a u
F

a u n n a u

β γ β γ

β γ

   + + − = + + −   
   

  
 + +   −  −   

 (4.3.34) 
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Κατ’ αντιστοιχία µε την §4.3.3, η σχέση (4.3.34) επιλύεται αριθµητικά ως προς την 

άγνωστη ανελαστική παραµόρφωση 3u  χρησιµοποιώντας µεθόδους διχοτόµησης 

διαστηµάτων. Όταν 1n = , η σχέση (4.3.34) επιλύεται αναλυτικά ως εξής: 

 

( )

( ) ( )( ) ( )( )

3

1

1 1
1 1 1

1 Productlog

y

a

a

u
u

a

a e z z
a a

a

β γ
β γ

β γ

β γ β γ
− +

−
−

= ×
+

  
− + − − −  

− −  
  
  

 (4.3.35) 

Το συµπέρασµα που προκύπτει από τις παραπάνω σχέσεις είναι ότι σε φόρτιση 

οποιασδήποτε έντασης (η οποία οδηγεί σε µέγιστη τιµή της υστερητικής παραµέτρου ίση µε 

1z ) αντιστοιχεί κάποια ανελαστική παραµόρφωση 3u , η οποία είναι ενδεχοµένως µικρή αλλά 

πάντως µετρήσιµη. 

4.4 Μειονεκτήµατα προσοµοιώµατος 

4.4.1 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 

Είναι γνωστό στην βιβλιογραφία ότι το προσοµοίωµα Bouc-Wen παρουσιάζει µη φυσική 

συµπεριφορά όταν υποβάλλεται σε σύντοµους κύκλους φόρτισης – αποφόρτισης – 

επαναφόρτισης. Συγκεκριµένα, η υστερητική συνιστώσα του προσοµοιώµατος παρουσιάζει: 

o Αύξηση της παραµόρφωσης (drift) κατά τον κύκλο φόρτισης µεταξύ δύο δοθέντων 

δυνάµεων (Εικόνα 4.4.1α), 

o Μείωση της υστερητικής δύναµης επαναφοράς (force relaxation) κατά τον κύκλο 

φόρτισης µεταξύ δύο δοθέντων µετατοπίσεων (Εικόνα 4.4.1β), 

o Μη κλείσιµο των υστερητικών βρόχων. 

Συνέπεια των παραπάνω είναι ότι το προσοµοίωµα παραβιάζει τοπικά τις αρχές 

πλαστικότητας του Drucker [71] και του Il’iushin [72]. Ο όρος «τοπικός» αφορά την 
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συµπεριφορά του προσοµοιώµατος και δεν πρέπει να προκαλεί σύγχυση, δεδοµένου ότι το 

ίδιο το προσοµοίωµα είναι τοπικό (local).  

Σύµφωνα µε την αρχή του Drucker, το παραγόµενο έργο από µια εξωτερική φόρτιση 

κατά έναν κλειστό κύκλο τάσης είναι µη αρνητικό (Εικόνα 4.4.2α): 

 ( )0
κλειστός κύκλος τάσης

0dσ σ ε− ⋅ ≥∫  (4.4.1) 

Σύµφωνα µε την αρχή του Il’iushin, το παραγόµενο έργο κατά την διάρκεια ενός 

κλειστού κύκλου παραµόρφωσης είναι µη αρνητικό (Εικόνα 4.4.2β): 

 0dσ ε⋅ ≥∫�  (4.4.2) 

h
F

A

B

u

D

d

1

h
F

f

1u2u

W

2

h
F

h
F

A

B

u

C

1

h
F

 

Εικόνα 4.4.1: Απόκριση υστερητικού ελατηρίου προσοµοιώµατος Bouc-Wen (α) Αύξηση  
παραµόρφωσης κατά τον κύκλο µεταξύ δύο δοθέντων δυνάµεων (β) Μείωση δύναµης κατά 

τον κύκλο µεταξύ δύο δοθέντων µετατοπίσεων και παραβίαση της αρχής του Il’iushin. 

Οι αρχές της πλαστικότητας του Drucker και του Il’iushin είναι υψίστης σηµασίας για την 

κλασική θεωρία της πλαστικότητας διότι έχουν ως συνέπεια τον κανόνα αύξησης των 

πλαστικών παραµορφώσεων κάθετα προς την επιφάνεια διαρροής (normality rule) καθώς και 

την κυρτότητα της επιφάνειας διαρροής στον χώρο των τάσεων. Η αρχή του Il’iushin είναι 

πιο γενική και χαρακτηρίζει την συµπεριφορά µιας µεγάλης κατηγορίας υλικών, ενώ έχει τις 

ίδιες συνέπειες µε την αρχή του Drucker [73]. Τόσο η αρχή του Drucker όσο και αυτή του 
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Il’iushin συνεπάγονται την αρχή της µέγιστης πλαστικής απώλειας (postulate of maximum 

plastic dissipation), ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει. 

σ

A

B

ε

D
0

σ

0
ε

σ

A

B

ε

(α) (β)

C

 

Εικόνα 4.4.2: Παραγόµενο έργο (α) από εξωτερική φόρτιση κατά έναν κλειστό κύκλο τάσης 
(διαδροµή ABD) και (β) κατά έναν κλειστό κύκλο παραµόρφωσης (διαδροµή ABC). 

Σε κάθε περίπτωση, ο κανόνας της καθετότητας συνεπάγεται συσχετισµένο νόµο ροής 

(associative flow rule). Σηµειώνεται πάντως ότι πολλά υλικά, όπως τα εδάφη, περιγράφονται 

καλύτερα µε µη-συσχετισµένους νόµους ροής (non-associative flow rule), χωρίς αυτό να 

σηµαίνει ότι παραβιάζεται ο ∆εύτερος Νόµος της Θερµοδυναµικής. Για τα υλικά όµως τα 

οποία εξετάζονται στα πλαίσια της παρούσας ∆ιατριβής, θεωρείται ότι οι αρχές του Drucker 

και του Il’iushin θα πρέπει να ισχύουν. 

Η αιτία της συµπεριφοράς αυτής του προσοµοιώµατος Bouc-Wen είναι η µειωµένη 

δυσκαµψία επαναφόρτισης σε σχέση µε την αυτήν της αποφόρτισης. Με άλλους όρους, δεν 

γίνεται διάκριση µεταξύ πρώτης φόρτισης και επαναφόρτισης [78]. Αυτό συνδέεται και µε το 

γεγονός ότι ο υστερητικός τελεστής Bouc-Wen είναι Μαρκοβιανός, δηλαδή παρουσιάζει 

τοπική µνήµη (§2.3.2). 

4.4.2 Επισκόπηση υφιστάµενου ερευνητικού έργου 

Τα προαναφερθέντα µειονεκτήµατα έχουν αναφερθεί επανειληµµένα στην βιβλιογραφία, 

π.χ. [74], [75], [77], [78], [79], σε σχέση είτε µε το προσοµοίωµα Bouc-Wen είτε γενικότερα 
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µε τα ενδοχρονικά προσοµοιώµατα στα οποία αυτό ανήκει [16], [68]. Όσον αφορά την 

ποσοτικοποίηση, οι Spacone et al. παρουσίασαν µια σχέση η οποία ποσοτικοποιεί την αύξηση 

της παραµόρφωσης στην ειδική περίπτωση που 1n =  [78]. Η σχέση είναι λανθασµένη 

καθώς παρουσιάζει ασυνέπεια στις µονάδες µέτρησης. Στην συνέχεια του παρόντος 

κεφαλαίου θα παρουσιαστούν οι ορθές σχέσεις, τόσο για την αύξηση της παραµόρφωσης 

όσο και για την µείωση της υστερητικής δύναµης και την παραβίαση της αρχής του Il’iushin. 

4.4.3 Μειονεκτήµατα αρχικού προσοµοιώµατος 

4.4.3.1 Αύξηση παραµόρφωσης 

Το υστερητικό ελατήριο του προσοµοιώµατος παρουσιάζει αύξηση της παραµόρφωσης 

κατά τον κύκλο φόρτισης µεταξύ δύο δοθέντων δυνάµεων 1

h
F , 2

h
F  µε 

max 1 2 0h h h
F F F≥ > ≥ . Η αύξηση της παραµόρφωσης d  µπορεί να ποσοτικοποιηθεί εύκολα 

για τυχαίες τιµές των παραµέτρων n , β  και γ  χρησιµοποιώντας την σχέση (4.3.2) κατά 

την διαδροµή A B D→ →  (Εικόνα 4.4.1α). Σηµειώνεται ότι ( )max
1h

y
F a F= − , 

1 max

h h

A Dz z F F= = , 2 max

h h

Bz F F=  και γ β> , ενώ A DF F≠  εξαιτίας της συνεισφοράς του 

γραµµικώς ελαστικού ελατηρίου. Για 1n = , η αύξηση της παραµόρφωσης δίνεται από την 

σχέση: 

 
max 2max 1

1

max 2 max 1

1 1
ln ln

h hh h
pm

y h h h h

m m p p

F q FF q F
d u

q F q F q F q F

  − −
= +      − −    

 (4.4.3) 

όπου 
p

q β γ= + , mq β γ= −  και ( )ln i  ο φυσικός λογάριθµος. Για 2n = , η αύξηση 

της παραµόρφωσης εκφράζεται ως: 

1 22 1

max maxmax max

2

atanh atanhatanh atanh

h hh h
p pm m
h hh h

y

m p

q F q Fq F q F

F FF F
d u

q q

       
    −−                  = + 
 
  
 

(4.4.4) 
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Στην περίπτωση κατά την οποία β γ=  ο κλάδος αποφόρτισης εκφράζεται από την 

σχέση (4.3.5) και συνεπώς οι σχέσεις (4.4.3) και (4.4.4) τροποποιούνται αντίστοιχα ως εξής: 

 
max 22 1

1

max max 1

1
ln

h hh h
p

y h h h

p p

F q FF F
d u

F q F q F

∗
  −−

= +    −  
 (4.4.5) 
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max max
2 1

2

max

atanh atanh

h h

p p

h h
h h

y h

p

q F q F

F FF F
d u

F q

∗

    
    −

    −    = + 
 
  
 

 (4.4.6) 

4.4.3.2 Μείωση υστερητικής δύναµης 

Το υστερητικό ελατήριο παρουσιάζει µείωση της υστερητικής δύναµης κατά τον κύκλο 

φόρτισης µεταξύ δύο δοθέντων µετατοπίσεων 1u , 2u  µε 1 2u u> . Η µείωση της υστερητικής 

δύναµης f  µπορεί να ποσοτικοποιηθεί εύκολα χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.3.3) και 

(4.3.4) στην διαδροµή A B C→ →  κατά την οποία η υστερητική δύναµη δεν αλλάζει 

πρόσηµο (Εικόνα 4.4.1β). Για 1n = , η µείωση δίνεται από την σχέση: 

 
( ) ( ) ( )1 maxmax

1

11
h hh

p m pm

p p m p p

e e F F eF e
f

e e q e q

− −−
= + +  (4.4.7) 

όπου ( )expp p ye q u u= ∆ , ( )expm m ye q u u= ∆  και 1 2u u u∆ = − . Για 2n =  η µείωση 

εκφράζεται ως: 

 

1

max
max

2 1

tanh atanh

tanh atanh

h

m m

p h
h

yph

yp p m

q u q F
q

u Fq uF
f F

uq q q

    ∆  −     ∆    = − −  
  
      

(4.4.8) 

Στην περίπτωση κατά την οποία β γ=  ο κλάδος αποφόρτισης εκφράζεται από την 

σχέση (4.3.5) και συνεπώς οι σχέσεις (4.4.7) και (4.4.8) τροποποιούνται αντίστοιχα ως εξής: 
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( )( )1 max* max

1

1 
h hh

p p

p y p p

e q F Fu F
f

e u q e

− −∆
= +  (4.4.9) 

 
* max 1

2 1

max
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h h

ph

p h

y yp

q uF F u
f F q

u F uq

  ∆  ∆ = − + −        
 (4.4.10) 

4.4.3.3 Παραβίαση της αρχής πλαστικότητας του Il’iushin 

Σύµφωνα µε την αρχή της πλαστικότητας του Il’iushin, το ολικό έργο που παράγεται 

κατά έναν κλειστό ισοθερµικό κύκλο παραµόρφωσης είναι µη αρνητικό [72]. Για την 

περίπτωση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, το έργο του γραµµικώς ελαστικού ελατηρίου 

κατά έναν κλειστό κύκλο παραµόρφωσης είναι µηδενικό. Συνεπώς, προς παραβίαση της 

αρχής, το ολικό έργο W  κατά την διαδροµή A B C→ →  εκφράζεται από το εµβαδόν του 

σκιασµένου χωρίου µε αρνητικό πρόσηµο (Εικόνα 4.4.1β). Σηµειώνεται ότι το έργο W  δεν 

είναι ίσο µε την αναλισκόµενη ενέργεια κατά την ίδια διαδροµή [82]. Εάν ήταν, το 

προσοµοίωµα θα παραβίαζε τον ∆εύτερο Νόµο της Θερµοδυναµικής [83].  

Για να γίνει αντιληπτό αυτό το σηµείο, διευκολύνει ιδιαίτερα η αντίληψη του υλικού ως 

µια «µηχανή». Όταν το υλικό βρίσκεται στην κατάσταση A  περιλαµβάνει ένα ποσό 

αποθηκευµένης ανακτήσιµης ενέργειας, η µέγιστη τιµή της οποίας δίνεται από το εµβαδόν 

1AB E′  (Εικόνα 4.4.3). Στο ερώτηµα «µπορεί η µηχανή να αποσπάσει µέρος της 

αποθηκευµένης ενέργειας κατά την διαδροµή A B C→ → ;» η απάντηση είναι «ναι, αλλά 

µε κάποιο κόστος». Το κόστος προκύπτει από το γεγονός ότι το υλικό πλέον βρίσκεται στην 

κατάσταση C  η οποία περιλαµβάνει λιγότερη αποθηκευµένη ενέργεια, η µέγιστη τιµή της 

οποίας δίνεται από το εµβαδόν 1CC E′ . Συνεπώς η ενέργεια που αποσπάται εκφράζεται από 

το εµβαδόν ABC , ενώ η µείωση της αποθηκευµένης ενέργειας από το εµβαδόν AB C C′ ′ . Η 

απόδοση η  της µηχανής είναι θετικός αριθµός µικρότερος της µονάδας και δίνεται από την 

σχέση: 

 
ABC

AB C C
η =

′ ′
 (4.4.11) 
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Επιπλέον, η αναλισκόµενη ενέργεια D  προκύπτει ως: 

 0D AB C C ABC BB C C′ ′ ′ ′= − = >  (4.4.12) 

σ

A

B

ε

C

B′
C′ 1E2E

 

Εικόνα 4.4.3: Αναλισκόµενη ενέργεια κατά την διαδροµή ABC. 

Το ολικό έργο W  στην διαδροµή A B C→ →  κατά την οποία η υστερητική δύναµη δεν 

αλλάζει πρόσηµο δίνεται από την σχέση: 

 
( )max

1 1

CB

A B

zz

h

y n n

z z

z z
W F u dz dz

z zβ γ

 
= +  − − − 

∫ ∫  (4.4.13) 

Για 1n = , το ολικό έργο εκφράζεται ως: 

 

( ) ( )
1 max 2 2

11
lnln

11

p Bm A
p B Cm A B

p Cm Bh

y

m p

q zq z
q z zq z z

q zq z
W F u

q q

  − − − +  − +    −−    = + 
 
 
 

 (4.4.14) 

όπου, 
1 max

h h

Az F F=  και οι τιµές των 
Bz , 

Cz  προκύπτουν µε διαδοχική εφαρµογή της 

σχέσης (4.3.3). Για 2n = , το ολικό έργο δίνεται από την σχέση: 

 

22
max

2 2 2

111 1
ln ln

2 1 1

h

y p Bm A

m m B p p C

F u q zq z
W

q q z q q z

  − −
= +      − −    

 (4.4.15) 
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όπου, οι τιµές των Bz , Cz  προκύπτουν µε διαδοχική εφαρµογή της σχέσης (4.3.4). 

Στην περίπτωση κατά την οποία β γ= , ο κλάδος αποφόρτισης εκφράζεται από την 

σχέση (4.3.5) και συνεπώς οι σχέσεις (4.4.14) και (4.4.15) τροποποιούνται αντίστοιχα ως 

εξής: 

 

( )
2 2

1 max 2

1
ln

1

2

p B

p B C

p Ch B A
y

p

q z
q z z

q zz z
W F u

q

∗

  −
− +   −−  = + 

 
 
 

 (4.4.16) 

 

2

max* 2 2

2 2

11
ln

2 1

h

y p B

B A

p p C

F u q z
W z z

q q z

  −
= − +    −  

 (4.4.17) 

4.5 Τροποποιηµένο προσοµοίωµα 

4.5.1 Επισκόπηση υφιστάµενου ερευνητικού έργου 

Για την αντιµετώπιση των προαναφερθέντων προβληµάτων, µια τροποποίηση του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen προτάθηκε από τον Casciati [75] και υιοθετήθηκε από άλλους 

ερευνητές, π.χ. [76]. Βασίζεται στην εισαγωγή ενός επιπλέον «αντίστροφου» υστερητικού 

όρου ο οποίος ενεργοποιείται κατά την επαναφόρτιση και έχει ως συνέπεια την παραγωγή 

«αρνητικών» ανελαστικών παραµορφώσεων. Η τροποποίηση του Casciati επιτυγχάνει την 

µείωση, άλλα όχι την εξάλειψη των προβληµάτων του προσοµοιώµατος [78], [79], [80]. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι το µέγεθος της παραβίασης των αρχών του Drucker και του 

Il’iushin µπορεί να µειωθεί µε την χρήση µεγάλων τιµών της εκθετικής παραµέτρου n . Αυτό 

όµως οδηγεί σε σχεδόν διγραµµική συµπεριφορά (§4.2.4), για την οποία το προσοµοίωµα 

Bouc-Wen δεν έχει να προσφέρει κάποιο πλεονέκτηµα σε σχέση µε το απλό διγραµµικό 

προσοµοίωµα. Επιπλέον, η χρήση µεγάλης τιµής της εκθετικής παραµέτρου µειώνει την 

ακρίβεια που µπορεί να επιτευχθεί µε στοχαστικές µεθόδους ισοδύναµης γραµµικοποίησης 

(stochastic equivalent linearization techniques) [81]. 
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4.5.2 Προτεινόµενη τροποποίηση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής προτείνεται µια απλή τροποποίηση του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen η οποία εξαλείφει τα προαναφερθέντα προβλήµατα. Η 

τροποποίηση βασίζεται στην απ’ ευθείας εισαγωγή ενός κατάλληλου συντελεστή αύξησης της 

δυσκαµψίας στην διαφορική εξίσωση του προσοµοιώµατος. Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα 

υλοποιεί την παρατήρηση ότι η επαναφόρτιση µετά από µερική αποφόρτιση θα πρέπει να 

ακολουθεί τον κλάδο αποφόρτισης µέχρι το σηµείο αναστροφής. Παρόµοια τροποποίηση 

προτάθηκε από τους Riddell και Newmark [20] για την διόρθωση της µη φυσικής 

συµπεριφοράς του προσοµοιώµατος των Clough και Johnston [19]. 

Η ρίζα του προβλήµατος είναι ότι το προσοµοίωµα προβλέπει µειωµένη δυσκαµψία 

επαναφόρτισης σε σχέση µε την δυσκαµψία αποφόρτισης στο ίδιο σηµείο. Συνεπώς, 

αναζητείται ένας µηχανισµός ελέγχου της δυσκαµψίας µεταξύ των δύο αυτών ακραίων 

τιµών. Έτσι, η σχέση (4.2.2) τροποποιείται ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1
sgn 2 ,

n

s

y

z t A z t u t z t H u t z t R u z u t
u

β γ = − + −  
ɺ ɺ ɺɺ (4.5.1) 

όπου: 

o η υπογραµµισµένη έκφραση είναι η προτεινόµενη τροποποίηση, 

o ( ) [ ], 0,1
s

R u z ∈  είναι ένας συντελεστής αύξησης της δυσκαµψίας, 

o ( )H i  η συνάρτηση Heaviside. 

Οι κλάδοι αποφόρτισης παραµένουν αµετάβλητοι λόγω της συνάρτησης Heaviside. Στην 

περίπτωση φόρτισης ή επαναφόρτισης, ο συντελεστής ( ),
s

R u z  ελέγχει την µετάβαση 

µεταξύ µειωµένης δυσκαµψίας επαναφόρτισης και αυξηµένης δυσκαµψίας αποφόρτισης. Για 

0sR = , η σχέση (4.5.1) µεταπίπτει στην (4.2.2) και το τροποποιηµένο προσοµοίωµα γίνεται 

πανοµοιότυπο µε το αρχικό. Για 1sR = , η δυσκαµψία επαναφόρτισης αυξάνεται και γίνεται 

ίση µε την δυσκαµψία αποφόρτισης στο ίδιο σηµείο. 
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Στην συνέχεια, αναζητείται µια κατάλληλη διατύπωση του συντελεστή sR . Με βάση τις 

σχέσεις (4.3.2) και (4.3.5), ο πλήρης κλάδος αποφόρτισης από κάποιο σηµείο αναστροφής 

είναι εκ των προτέρων γνωστός σε αναλυτική µορφή. Στην περίπτωση που β γ≠  ο κλάδος 

είναι καµπύλος ενώ όταν 1 2β γ= =  είναι µια ευθεία γραµµή. Θέτοντας 1sR =  κατά µήκος 

του κλάδου αποφόρτισης προκύπτει το προσδοκούµενο αποτέλεσµα, δηλαδή το ότι η 

επαναφόρτιση µετά από µερική αποφόρτιση ακολουθεί τον κλάδο αποφόρτισης ακριβώς. Στο 

σηµείο αναστροφής θα πρέπει να τεθεί 0sR = , ούτως ώστε η φόρτιση να συνεχιστεί µε την 

κανονική (µειωµένη) δυσκαµψία του προσοµοιώµατος. Τέλος, ο συντελεστής sR  θα πρέπει 

να φθίνει σε περιοχές µακριά από τον κλάδο αποφόρτισης ώστε η ολική συµπεριφορά του 

προσοµοιώµατος να µην επηρεαστεί. 

Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις, προτείνεται µια κατάλληλη διατύπωση του 

συντελεστή sR . Θεωρούµε το σηµείο αναστροφής ( ),p pP u z
+ + +

 στο άνω ηµιεπίπεδο του 

χώρου u z−  ( 0
p

z+ > ). Υποθέτουµε συµµετρική διατύπωση ως προς την αρχή των αξόνων 

και για το κάτω ηµιεπίπεδο. Κατά την φάση της επαναφόρτισης, θεωρούµε ότι η τρέχουσα 

κατάσταση του συστήµατος αναπαριστάται από το σηµείο ( ),A u z  µε 0
p

z z+≤ <  (Εικόνα 

4.5.1). 

+P

C

p
u
+

p
z
+

1.0

z

cu

F
A

u

as cs
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τι
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Εικόνα 4.5.1: Ορισµός συντελεστή αύξησης δυσκαµψίας Rs. 
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Το σηµείο ( ),
c

C u z  είναι το αντίστοιχο σηµείο του κλάδου αποφόρτισης. Εφαρµόζοντας 

τις σχέσεις (4.3.2) και (4.3.5), η µετατόπιση ( )c
u z  δίνεται από τις σχέσεις (4.5.2) και 

(4.5.3) για γ β≠  και 1 2γ β= = , αντίστοιχα: 

 ( ) ( )2 1

1 1
1, ,1 ;

p

z

n

c y p

z

u z u z F z u
n n

β γ
+

+ = + − + 
 

 (4.5.2) 

 ( ) ( )*

c p y pu z z z u u
+ += − +  (4.5.3) 

Ένας φυσικός τρόπος ελέγχου της δυσκαµψίας στον χώρο u z−  βασίζεται στις κλίσεις 

στον ίδιο χώρο. Έστω as  η κλίση της ευθείας AP+
 και cs  η κλίση της «κρίσιµης» ευθείας 

CP
+
. Από την Εικόνα 4.5.1 προκύπτει ότι ( ) ( )a c p c ps s u u u u

+ += − − . Με βάση αυτόν τον 

λόγο, προτείνεται η παρακάτω απλή διατύπωση του συντελεστή sR : 

 ( ) ( ) ( ),

p

p c

s p c

p

u u
R u z H z z H u u

u u

+
+

+

 −
= − −   − 

 (4.5.4) 

όπου, 1p ≥  είναι µια σταθερά. Καθώς το σηµείο A  προσεγγίζει το σηµείο C  από 

αριστερά, ο συντελεστής sR  αυξάνεται και προσεγγίζει την µονάδα. Όταν τα σηµεία A  και 

C  συµπέσουν, τότε 1sR =  και η φόρτιση ακολουθεί το ίχνος του κλάδου αποφόρτισης 

ακριβώς. Έτσι, ο πλήρης κλάδος αποφόρτισης P F+ −  είναι ένας «ορίζοντας», µε την έννοια 

ότι δεν µπορεί να τµηθεί. Όταν p
z z+>  ή cu u>  το φαινόµενο αύξησης της δυσκαµψίας 

εξαφανίζεται λόγω των συναρτήσεων Heaviside της σχέσης (4.5.4).  

Η παράµετρος p  ελέγχει την κατανοµή του συντελεστή sR  προς τα αριστερά του 

κλάδου αποφόρτισης. Για µεγάλες τιµές του p , η αύξηση της δυσκαµψίας συγκεντρώνεται 

κοντά στον κλάδο αποφόρτισης και πρακτικά εξαφανίζεται οπουδήποτε αλλού. Γενικά, 

παρατηρήθηκε ότι τιµές του p  ανάµεσα στο 1.0 και το 2.0 οδηγούν σε ρεαλιστική 

υστερητική συµπεριφορά.  
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Για την ανάδειξη των διαφορών µεταξύ τροποποιηµένου και αρχικού προσοµοιώµατος, 

θεωρούµε ένα σύστηµα µε 2n = , 0.1β =  και 0.9γ =  το οποίο υποβάλλεται στην πρώτη 

φόρτισή του προς την θετική κατεύθυνση. Η πρώτη αναστροφή της κίνησης 

πραγµατοποιείται για 1.5
p y

u u+ = , οπότε 0.905
p

z+ ≅ . Το σύστηµα υποβάλλεται σε 

αποφόρτιση (και ενδεχοµένως φόρτιση προς την αρνητική κατεύθυνση) και στην συνέχεια 

ξανά σε φόρτιση προς την θετική κατεύθυνση.  

Χρησιµοποιώντας το τροποποιηµένο προσοµοίωµα µε 2p = , προκύπτουν σαφείς 

διαφορές στην υστερητική απόκριση. Συγκεκριµένα, η Εικόνα 4.5.2 παρουσιάζει τις 

περιπτώσεις (α) έως (δ), όπου η φόρτιση προς την αρνητική κατεύθυνση οδηγεί σε 

µετατόπιση ίση µε yu , 0.5 yu , 0  και 1.5 yu− , αντίστοιχα. Αποδεικνύεται ότι οι διαφορές 

στην απόκριση εξαρτώνται από το εύρος της αναστροφής. Στις περιπτώσεις (α), (β), (γ), η 

µη φυσική συµπεριφορά του προσοµοιώµατος διορθώνεται, ενώ στην περίπτωση (δ) η 

απόκριση του αρχικού και του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος πρακτικά ταυτίζονται. 

Σηµειώνεται ότι για την περίπτωση (α1) η εφαρµογή των σχέσεων (4.4.4), (4.4.8) και 

(4.4.15) δίνει αύξηση µετατόπισης 0.728 yd u≅ , µείωση δύναµης επαναφοράς 

max0.257 h
f F≅  και παραβίαση της αρχής του Il’iushin max

0.044756 h

y
W F u≅ − . 

Επιπλέον, η Εικόνα 4.5.3 παρουσιάζει τις καµπύλες ίσης τιµής του συντελεστή sR  για τις 

περιπτώσεις 1p =  και 2p = . Αυτά τα γραφήµατα ορίζονται πλήρως κατά την επιλογή του 

σηµείου αναστροφής ( )1.5 ,0.905yP u
+

. Όσο πιο σκοτεινό είναι κάποιο σηµείο, τόσο πιο 

έντονο είναι το φαινόµενο αύξησης της δυσκαµψίας στο σηµείο αυτό κατά την φάση της 

επαναφόρτισης. Το δεξί όριο της πλέον σκοτεινής περιοχής ταυτίζεται µε τον κλάδο 

αποφόρτισης, κατά µήκος του οποίου ισχύει ότι 1sR =  ανεξάρτητα από την τιµή του p . 

Παρατηρείται ότι για 2p = , η αύξηση της δυσκαµψίας συγκεντρώνεται κοντά στον κλάδο 

αποφόρτισης. 
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Εικόνα 4.5.2: Αύξηση δυσκαµψίας στον χώρο u-z: αρχικό προσοµοίωµα (αριστερά),  
τροποποιηµένο (δεξιά) (n=2, γ=0.9, β=0.1, up

+=1.5uy, zp
+≈0.905, p=2). 
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Εικόνα 4.5.3: Καµπύλες ίσης τιµής συντελεστή Rs στον χώρο u-z: γ=0.9, β=0.1, 
up

+=1.5uy, zp
+=0.905 και (α) p=1.0 (β) p=2.0. 

Τέλος, σηµειώνεται ότι ο όρος ( )c
H u u−  της σχέσης (4.5.4) εισήχθη για να αναδείξει 

το όριο της περιοχής αύξησης της δυσκαµψίας το οποίο ταυτίζεται µε τον κλάδο 

αποφόρτισης (Εικόνα 4.5.3). Σε αλγοριθµικό επίπεδο, ο όρος αυτός δεν είναι απαραίτητος για 

την λειτουργία της προτεινόµενης τροποποίησης. Αντιθέτως, η αφαίρεσή του συνεισφέρει 

στην σταθερότητα του αλγορίθµου, διότι στην περίπτωση κατά την οποία η φόρτιση 

ακολουθεί το ίχνος του κλάδου αποφόρτισης, µπορεί για λόγους στρογγύλευσης η 

µετατόπιση u  να πάρει τιµές ελαφρώς µεγαλύτερες της cu . Εφόσον αφαιρεθεί ο όρος 

( )c
H u u− , αυτό θα έχει ως αποτέλεσµα τιµές του συντελεστή sR  ελαφρώς µεγαλύτερες 

της µονάδας και επιστροφή της απόκρισης επί του ίχνους του κλάδου αποφόρτισης. 

4.5.3 Επιλογή σηµείων αναστροφής 

Η αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης τροποποίησης επιδείχθηκε για την περίπτωση 

ενός µόνο σηµείου αναστροφής. Παρ’ όλα αυτά, στην περίπτωση σεισµικής διέγερσης 

ανακύπτει ένα σηµαντικό ζήτηµα σχετικά µε το ποιο σηµείο αναστροφής θα πρέπει να 

χρησιµοποιηθεί. Για λόγους διευκόλυνσης της αλγοριθµικής υλοποίησης, η ανάλυση που θα 

παρουσιαστεί στην συνέχεια βασίζεται σε διακριτές χρονικές στιγµές it  µε 0,1,2,..i =  και 

0 0t = . Όλες οι σχέσεις αναφέρονται στο άνω ηµιεπίπεδο του χώρου u z− . Υποτίθεται 

συµµετρική διατύπωση ως προς την αρχή των αξόνων και για το κάτω ηµιεπίπεδο. 
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Ως πρώτη προσέγγιση µπορεί να χρησιµοποιηθεί το πλέον πρόσφατο σηµείο 

αναστροφής. Το σύνολο των χρονικών στιγµών το οποίο αντιστοιχεί σε σηµεία αναστροφής 

µέχρι την στιγµή it  ( 2i ≥ ) µπορεί να εκφραστεί ως: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }{ }1 1       >0,  1,2,.., 1i j j j j j jT t u t u t u t u t z t j i
+

− += < ∧ > ∧ = −  (4.5.5) 

Με βάση την σχέση (4.5.5), το σύνολο iT
+
 περιέχει όλες τις χρονικές στιγµές (έως την 

τρέχουσα it ) για τις οποίες η µετατόπιση παρουσιάζει τοπικά µέγιστα και η υστερητική 

παράµετρος είναι θετική. Το πλέον πρόσφατο σηµείο αναστροφής δίνεται απλά ως: 

 maxi it T
+ +=  (4.5.6) 

Παρ’ όλα αυτά, η διατύπωση αυτή δεν είναι αποτελεσµατική στην περίπτωση σεισµικής 

διέγερσης. Προς απόδειξη αυτού, έστω ένα σύστηµα µε τις παρακάτω ιδιότητες: 0.9γ = , 

0.1β = , 0.10a = , 2.0n = , 2.86yF kN= , 0.111yu m= , 
213m kNs m=  και 2.0p = . 

Για τις αναλύσεις που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια χρησιµοποιήθηκε η σεισµική 

διέγερση Northridge TAR090 [84]. Παρατηρείται ότι η προσδοκώµενη συµπεριφορά του 

προσοµοιώµατος δεν επιτυγχάνεται στις λεπτοµέρειες Α και Β (Εικόνα 4.5.4). 

Μια διαφορετική προσέγγιση χρησιµοποιεί το σηµείο αναστροφής το οποίο αντιστοιχεί σε 

µέγιστη µετατόπιση. Το σύνολο αυτών των χρονικών στιγµών δίνεται ως: 

 ( ) ( ){ }  , i j i j k k i iT t T u t u t t T T
+ + + += ∈ ≥ ∀ ∈ ⊆  (4.5.7) 

Εάν το σύνολο iT
+
 περιέχει περισσότερα του ενός στοιχεία, επιλέγεται η πλέον 

πρόσφατη χρονική στιγµή η οποία µεγιστοποιεί την υστερητική παράµετρο z : 

 ( ) ( ){ }max   , i j i j k k it t T z t z t t T
+ + += ∈ ≥ ∀ ∈  (4.5.8) 
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Εικόνα 4.5.4: Απόκριση για την σεισµική διέγερση Northridge TAR090 [84]  
µε χρήση του πλέον πρόσφατου σηµείου αναστροφής 

 

Εικόνα 4.5.5: Απόκριση για την σεισµική διέγερση Northridge TAR090 [84] 
µε χρήση του σηµείου αναστροφής που αντιστοιχεί σε µέγιστη µετατόπιση 

Εντούτοις, η διατύπωση αυτή µπορεί να µην είναι αποτελεσµατική σε όλες τις 

περιπτώσεις, όπως φαίνεται στην Εικόνα 4.5.5. Αν και το προσοµοίωµα παρουσιάζει την 

προσδοκώµενη συµπεριφορά κατά την φόρτιση προς την θετική κατεύθυνση (λεπτοµέρεια 

Γ), παρατηρείται ότι η αύξηση της δυσκαµψίας είναι ανεπαρκής στην περιοχή της 
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λεπτοµέρειας ∆ διότι το τρέχον σηµείο µέγιστης αρνητικής µετατόπισης βρίσκεται στην 

περιοχή της λεπτοµέρειας Ε. 

Είναι σαφές ότι για να καλυφθούν όλες οι περιπτώσεις θα πρέπει να ληφθούν υπόψη 

πολλαπλά σηµεία αναστροφής. Συνεπώς, πρέπει να διερευνηθούν οι συνθήκες κάτω από τις 

οποίες ένα σηµείο αναστροφής θα θεωρείται «ενεργό» και θα λαµβάνεται υπόψη από το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα. 

Όταν παρατηρείται ένα σηµείο αναστροφής ( ),p pP u z
+ + +

, µπορεί να οριστεί µια περιοχή 

του χώρου u z−  όπου ( ),p pz z z
+ +∈ − . Για λόγους οι οποίοι θα γίνουν προφανείς στην 

συνέχεια, αυτή η περιοχή µπορεί να ονοµαστεί «ενεργή» περιοχή του σηµείου αναστροφής 

P+
. Όταν η απόκριση κινείται εντός αυτής της περιοχής (χωρίς να έχει εξέλθει ποτέ ως την 

τρέχουσα χρονική στιγµή) το σηµείο αναστροφής P+
 θα θεωρείται «ενεργό», µε την έννοια 

ότι οποιαδήποτε διαδοχική αποφόρτιση – επαναφόρτιση οδηγεί την απόκριση κάτω από το 

P+
 (Εικόνα 4.5.6). Στο όριο, µια διαδροµή η οποία ξεκινάει από το P+

 και στην οποία η 

υστερητική παράµετρος παίρνει διαδοχικά τις τιµές p p p
z z z+ + +→− → , θα οδηγείται πίσω στο 

σηµείο P+
 ακριβώς. Η απόδειξη παρουσιάζεται στο Παράρτηµα C. Με βάση αυτές τις 

παρατηρήσεις, προκύπτει το συµπέρασµα ότι απαιτείται αύξηση της δυσκαµψίας για 

διαδροµές µέσα στην «ενεργή» περιοχή του P+
, ούτως ώστε ενδεχόµενη έξοδος της 

απόκρισης από αυτή να συµβεί είτε διαµέσου του P+
 είτε πάνω από αυτό. Εάν η υστερητική 

παράµετρος z  βρεθεί εκτός του διαστήµατος ( ),p pz z
+ +− , το σηµείο P+

 θεωρείται πλέον 

«ανενεργό» και αγνοείται για το υπόλοιπο της διέγερσης. 

Συνεπώς, το σύνολο των «ενεργών» σηµείων αναστροφής την χρονική στιγµή it  δίνεται 

ως: 

 ( ) ( ) ( )( ) { }{ }1 2  , , , ,...,i j i k j j k j j i iT t T z t z t z t t t t t T
+ + +

+ += ∈ ∈ − ∀ ∈ ⊆  (4.5.9) 

Το σύνολο (4.5.9) περιέχει τις χρονικές στιγµές όλων των σηµείων αναστροφής για τα 

οποία η απόκριση παραµένει εντός της εκάστοτε «ενεργού» περιοχής από την στιγµή που 
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πραγµατοποιείται η αναστροφή έως την χρονική στιγµή it . Στην συνέχεια, υπολογίζονται οι 

συντελεστές αύξησης της δυσκαµψίας που αντιστοιχούν σε κάθε i it T
+ +∈  και 

χρησιµοποιείται ο µεγαλύτερος εξ΄ αυτών. Με βάση αυτή την διατύπωση, το τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα παρουσιάζει την προσδοκώµενη συµπεριφορά σε κάθε περίπτωση, αγνοώντας 

τόσο τα ενδιάµεσα σηµεία αναστροφής όσο και τα σηµεία αναστροφής κατά το τέλος του 

φαινοµένου (Εικόνα 4.5.7). 

 

Εικόνα 4.5.6: «Ενεργή» περιοχή σηµείου αναστροφής P+. 

 

Εικόνα 4.5.7: Απόκριση για την σεισµική διέγερση Northridge TAR090 [84] 
µε χρήση πολλαπλών σηµείων αναστροφής 
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Τελικά, µε βάση τις σχέσεις (4.5.1), (4.5.4) και (4.5.9) προκύπτει το τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα το οποίο εξαλείφει τα προβλήµατα τα οποία αναλύθηκαν στην §4.4.3. Η 

αλγοριθµική υλοποίηση του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος σε κάθε χρονικό βήµα 

συνίσταται από: 

o Την προσθήκη της έκφρασης αύξησης της δυσκαµψίας στην διαφορική εξίσωση (4.5.1), 

o Τον υπολογισµό του συντελεστή αύξησης της δυσκαµψίας sR , ο οποίος προκύπτει µε 

βάση τα «ενεργά» σηµεία αναστροφής και 

o Την επικαιροποίηση των σηµείων αναστροφής. 

Η επικαιροποίηση των σηµείων αναστροφής υλοποιείται εύκολα µε την προσθήκη στο 

σύνολο iT
+
 των χρονικών στιγµών που αντιστοιχούν σε νέα σηµεία αναστροφής (καθώς 

αυτά είναι ούτως ή άλλως ενεργά στο επόµενο χρονικό βήµα) και την αφαίρεση απ’ αυτό 

των χρονικών στιγµών που αντιστοιχούν σε σηµεία αναστροφής τα οποία πλέον έχουν 

καταστεί «ανενεργά». 

4.5.4 Σύγκριση αρχικού και τροποποιηµένου προσοµοιώµατος 

Σε αντίθεση µε το αρχικό προσοµοίωµα Bouc-Wen, το τροποποιηµένο προσοµοίωµα 

παρουσιάζει µη-τοπική µνήµη (§2.3.2). Πράγµατι, σε κάθε εφικτή κατάσταση του 

συστήµατος υπάρχει µια απειρία καµπυλών οι οποίες καθορίζουν την µελλοντική εξέλιξη 

στην περίπτωση της επαναφόρτισης (Εικόνα 4.5.8). Οι καµπύλες αυτές κείτονται µεταξύ του 

κλάδου αποφόρτισης και του κλάδου φόρτισης του αρχικού προσοµοιώµατος, ενώ η τελική 

επιλογή της καµπύλης που θα χρησιµοποιηθεί βασίζεται στον τρέχοντα συντελεστή αύξησης 

της δυσκαµψίας sR . Αυτός εξαρτάται από τα παρελθόντα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης 

εισόδου. 

Σε πρακτικό επίπεδο, µε βάση την §4.5.3 είναι προφανές ότι η συνολική απόκριση του 

τροποποιηµένου προσοµοιώµατος µπορεί να είναι σηµαντικά διαφορετική από αυτήν του 

αρχικού. Οι διαφορές εξαρτώνται από το πλήθος και την έκταση των αναστροφών κίνησης, 
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ιδιαίτερα αυτών που πραγµατοποιούνται όταν το υστερητικό ελατήριο έχει διαρρεύσει. Αυτό 

φαίνεται καθαρά στην Εικόνα 4.5.7 κατά την φόρτιση προς την θετική κατεύθυνση. 

w

A

u

w

u

A

 

Εικόνα 4.5.8: Καµπύλες µελλοντικής απόκριση (α) αρχικό προσοµοίωµα  
µε τοπική µνήµη (β) τροποποιηµένο προσοµοίωµα µε µη-τοπική µνήµη 

Πέρα από την χρονοϊστορία της απόκρισης, για λόγους σχεδιασµού ενδιαφέρουν και οι 

µέγιστες τιµές κάποιων χρονοϊστοριών. H σχετική διαφορά στις µέγιστες τιµές µπορεί να 

εκφραστεί ως: 

 
( )( ) ( )( )

( )( )
max max

max

y t y t

y t
ε

−
=  (4.5.10) 

όπου, ( )y t  και ( )y t  είναι οι χρονοϊστορίες οι οποίες αντιστοιχούν στο αρχικό και το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα, αντίστοιχα, και η συνάρτηση ( )max ⋅  επιστρέφει την µέγιστη 

απόλυτη τιµή.  

Έστω ένα σύστηµα µε τα εξής χαρακτηριστικά: 0.9γ = , 0.1β = , 0.10a = , 2.0n = , 

2.86
y

F kN= , 0.111
y

u m= . Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα βασίζεται σε πολλαπλά 

σηµεία αναστροφής ενώ τίθεται 2.0p = . Η πλαστική περίοδος του συστήµατος ελέγχεται 

από την µάζα του. Για µια επιλογή 20 σεισµικών διεγέρσεων (Πίνακας 4.5.1), οι 

περιβάλλουσες των διαφορών στην µέγιστη µετατόπιση και την µέγιστη υστερητική ενέργεια 

φαίνονται στην Εικόνα 4.5.9 και την Εικόνα 4.5.10, αντίστοιχα. Στα αποτελέσµατα αυτά 

έχουν συµπεριληφθεί µόνον οι περιπτώσεις κατά τις οποίες ( )( )max
y

u t u≥  ή 
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( )( )max
y

u t u≥ . Έτσι, έχουν ληφθεί υπόψη µόνον τα αποτελέσµατα που αντιστοιχούν σε 

περιπτώσεις σηµαντικής υστερητικής απόσβεσης. Για την συγκεκριµένη επιλογή των 

σεισµικών διεγέρσεων προκύπτει ότι το σχετικό λάθος µπορεί να φτάσει το 38% και το 24% 

για την µέγιστη µετατόπιση και την µέγιστη υστερητική ενέργεια, αντίστοιχα. 

 

Α/Α Τίτλος PGA (g) PGV (cm/s) PGD (cm) 

1 ChiChi CHY028 N 0.821 67.0 23.28 

2 ChiChi CHY028 W 0.653 72.8 14.68 

3 ChiChi TCU084 N 0.417 45.6 21.27 

4 ChiChi TCU084 W 1.157 114.7 31.43 

5 Kobe Takatori TAK000 0.611 127.1 35.77 

6 Kobe Takatori TAK090 0.616 120.7 32.72 

7 Northridge Rinaldi RRS228 0.838 166.1 28.78 

8 Northridge Rinaldi RRS318 0.472 73.0 19.76 

9 Northridge Tarzana TAR090 1.779 113.6 33.22 

10 Northridge Tarzana TAR360 0.990 77.6 30.45 

11 Kocaeli Duzce DZC180 0.312 58.8 44.11 

12 Kocaeli Duzce DZC270 0.358 46.4 17.61 

13 Tabas TAB-LN 0.836 97.8 36.92 

14 Tabas TAB-TR 0.852 121.4 94.58 

15 Imperial Valley I-ELC180 0.313 29.8 13.32 

16 Imperial Valley I-ELC270 0.215 30.2 23.91 

17 Loma Prieta GPC000 0.563 94.8 41.18 

18 Loma Prieta GPC090 0.605 51.0 11.50 

19 Erzikan ERZ-NS 0.515 83.9 27.35 

20 Erzikan ERZ-EW 0.496 64.3 22.78 

Πίνακας 4.5.1: Καταγραφές σεισµικών διεγέρσεων από PEER [84] 
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Εικόνα 4.5.9: Σχετική διαφορά µέγιστης µετατόπισης 

 

 

Εικόνα 4.5.10: Σχετική διαφορά απορροφηθείσας ενέργειας 



Κεφάλαιο 4: Υστερητικό Προσοµοίωµα Bouc-Wen 

 

 

 153 

Σηµειώνεται ότι η διαφορά στην συνολική απόκριση µπορεί να µην αντικατοπτρίζεται 

στην διαφορά των µέγιστων τιµών. Για παράδειγµα, παρατηρείται συχνά ότι η διαφορά στην 

µέγιστη µετατόπιση µεταξύ του αρχικού και του τροποποιηµένου προσοµοιώµατος είναι 

ακριβώς µηδέν. Αυτό συµβαίνει στην περίπτωση που η µέγιστη µετατόπιση παρατηρείται 

κατά την πρώτη φόρτιση προς κάποια κατεύθυνση, δηλαδή χωρίς οποιαδήποτε αύξηση της 

δυσκαµψίας. 
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5.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό προτείνεται µια νέα µέθοδος ταυτοποίησης παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Εξετάζεται η απόδοσή της µε χρήση δεδοµένων που 

προέρχονται τόσο από νοητά όσο και από πραγµατικά πειράµατα. Εξετάζονται επίσης 

περιπτώσεις ύπαρξης διαφόρων επιπέδων θορύβου καθώς και ιξώδους απόσβεσης, ενώ 

αντιµετωπίζεται το σηµαντικό θέµα του σχεδιασµού των πειραµάτων. Τέλος, παρουσιάζεται 

µια συγκριτική µελέτη σε σχέση µε άλλες διαδεδοµένες µεθόδους ταυτοποίησης, καθώς και 

µια εκτενής παραµετρική µελέτη η οποία αναδεικνύει τον µηχανισµό λειτουργίας της 

προτεινόµενης µεθόδου. 

5.2 Ταυτοποίηση συστήµατος 

Ως ταυτοποίηση συστήµατος (system identification) ορίζεται η διαδικασία καθορισµού 

κατάλληλων µαθηµατικών προσοµοιωµάτων τα οποία αναπαριστούν την δυναµική 

συµπεριφορά ενός φυσικού συστήµατος µε βάση παρατηρούµενα από αυτό δεδοµένα [87]. 

Η διαδικασία της ταυτοποίησης συστήµατος επιµερίζεται σε τρεις βασικές ενότητες [87]: 

o Την δοµή του µαθηµατικού προσοµοιώµατος (model structure), 

o Την µέθοδο ταυτοποίησης (identification method), 

o Τα παρατηρούµενα δεδοµένα (data record). 

Η πλέον σηµαντική ενότητα είναι η δοµή του µαθηµατικού προσοµοιώµατος, η επιλογή 

του οποίου βασίζεται στα χαρακτηριστικά του φυσικού συστήµατος. Σε µερικές περιπτώσεις 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν καθιερωµένα γραµµικά προσοµοιώµατα µε παραµέτρους που 

δεν έχουν φυσική υπόσταση, οπότε το προσοµοίωµα λέγεται ότι αποτελεί ένα µαύρο κουτί 

(black box). Σε άλλες περιπτώσεις, επιλέγονται µαθηµατικά προσοµοιώµατα των οποίων οι 

παράµετροι αναπαριστούν συγκεκριµένα µακροσκοπικά χαρακτηριστικά του φυσικού 

συστήµατος, οπότε το προσοµοίωµα λέγεται ότι αποτελεί ένα γκρι κουτί (gray box) [87]. 

Στην παρούσα διατριβή, η δοµή του µαθηµατικού προσοµοιώµατος είναι καθορισµένη. Το 
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επιλεχθέν προσοµοίωµα (δηλαδή το υστερητικό προσοµοίωµα Bouc-Wen) θεωρείται ότι 

µπορεί να αναπαραστήσει επαρκώς όλα τα δυναµικά χαρακτηριστικά των υπό εξέταση 

φυσικών συστηµάτων. Επιπλέον, χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους περιορισµούς (§4.2.2) 

εξασφαλίζεται η φυσική υπόσταση των παραµέτρων του. 

Με δεδοµένη την µαθηµατική δοµή, ορίζεται ως ταυτοποίηση παραµέτρων η διαδικασία 

εύρεσης των άγνωστων τιµών των παραµέτρων του προσοµοιώµατος. Αυτή συνήθως 

πραγµατοποιείται µε κάποια µέθοδο βελτιστοποίησης σε συνδυασµό µε µια κατάλληλη 

αντικειµενική συνάρτηση, η οποία εκφράζει µονοκριτηριακά την ποιότητα της ταυτοποίησης. 

Αν και συνήθως ο ρόλος τους παραβλέπεται, µεγάλης σηµασίας είναι τα παρατηρούµενα 

δεδοµένα τα οποία θα πρέπει να επιλεγούν κατά τέτοιον τρόπο ώστε να περιέχουν την 

µέγιστη δυνατή ποσότητα πληροφορίας. Αυτό αποτελεί αντικείµενο της διαδικασίας 

σχεδιασµού των πειραµάτων (experiment design). 

Τέλος, µετά την ταυτοποίηση ακολουθεί η επικύρωση του προσοµοιώµατος (model 

validation). Αυτή περιλαµβάνει διάφορες διαδικασίες που εξετάζουν την καταλληλότητα του 

προσοµοιώµατος µε βάση κάποια πειράµατα ή κάποια προηγούµενη γνώση περί του φυσικού 

συστήµατος. Ενδεχόµενη αποτυχία της επικύρωσης µπορεί να οφείλεται µεταξύ άλλων σε 

[87]: 

o Αποτυχία της µεθόδου ταυτοποίησης να εντοπίσει τις βέλτιστες παραµέτρους του 

προσοµοιώµατος µε βάση το κριτήριο που έχει επιλεγεί (αντικειµενική συνάρτηση), 

o Λανθασµένη επιλογή αντικειµενικής συνάρτησης, 

o Λανθασµένη µαθηµατική διατύπωση του προσοµοιώµατος, 

o Έλλειψη πληροφορίας στα παρατηρούµενα δεδοµένα. 

5.3 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 

Η ταυτοποίηση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen παρουσιάζει εξαιρετικό 

βαθµό δυσκολίας εξαιτίας της έντονης µη γραµµικότητάς του. Ως αποτέλεσµα, πλήθος 
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διαφορετικών προσεγγίσεων έχουν παρουσιαστεί κατά καιρούς στην βιβλιογραφία. Για 

αρκετούς λόγους που θα αναλυθούν στην συνέχεια, οι µέθοδοι αυτές κρίθηκαν ανεπαρκείς. 

Είναι επίσης φανερό ότι η σωστή ταυτοποίηση των παραµέτρων έχει µεγάλη σηµασία για 

την ορθότητα της προσοµοίωσης και την αξιοπιστία των αποτελεσµάτων τα οποία 

προκύπτουν από αυτή. 

Έτσι, στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε µια νέα µεθοδολογία 

ταυτοποίησης παραµέτρων η οποία αντιµετωπίζει κατά ενιαίο τρόπο τα µειονεκτήµατα των 

υφιστάµενων µεθόδων. Η προτεινόµενη µέθοδος βασίζεται σε στοχαστικές µεθόδους 

βελτιστοποίησης, οι οποίες επιλέχθηκαν εξαρχής διότι παρουσιάζουν δύο πολύ σηµαντικά 

πλεονεκτήµατα: 

o ∆εν απαιτούν παραγώγους, δηλαδή ανάλυση ευαισθησίας, κάτι που είναι πολύ σηµαντικό 

στην περίπτωση έντονα µη γραµµικών αντικειµενικών συναρτήσεων, 

o ∆ιαθέτουν εγγενή δυνατότητα παράλληλης εκτέλεσης υπολογισµών σε ένα δίκτυο 

ηλεκτρονικών υπολογιστών (Η/Υ).  

Εξετάστηκαν περιπτώσεις ταυτοποίησης µε χρήση δεδοµένων που προέρχονται τόσο από 

νοητά όσο και από πραγµατικά πειράµατα, µε ύπαρξη θορύβου ή χωρίς. Επιπλέον, 

εξετάστηκαν οι συνθήκες κάτω από τις οποίες είναι δυνατή η ταυτοποίηση ιξώδους 

απόσβεσης. Πραγµατοποιήθηκε µια εκτενής παραµετρική µελέτη που αναδεικνύει τον ρόλο 

και την σηµασία των διαφόρων συντελεστών της µεθόδου. Επιπλέον, πραγµατοποιήθηκε µια 

συγκριτική µελέτη µε άλλες συναφείς µεθόδους ταυτοποίησης. Η προτεινόµενη µέθοδος 

αποδείχθηκε ότι συνδυάζει καλή απόδοση και εξαιρετική σταθερότητα. 

Πέραν των παραπάνω, αντιµετωπίστηκε το σηµαντικό θέµα του σχεδιασµού των 

πειραµάτων, δηλαδή του καθορισµού εκείνων των χαρακτηριστικών τους τα οποία ευνοούν 

την απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου ταυτοποίησης. Το θέµα αυτό γενικά παραβλέπεται 

στην βιβλιογραφία, ενώ τα συµπεράσµατα της µελέτης αυτής επεκτείνονται αβίαστα και σε 
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άλλες µεθόδους, καθώς αφορούν τόσο την πληροφορία που περιέχεται στα παρατηρούµενα 

δεδοµένα όσο και την σχετική ευαισθησία των παραµέτρων. 

5.4 Επισκόπηση µεθόδων ταυτοποίησης 

5.4.1 Γενικά 

Στην βιβλιογραφία έχει παρουσιαστεί ένα πλήθος άρθρων σχετικών µε την ταυτοποίηση 

προσοµοιωµάτων Bouc-Wen. Στην συνέχεια παρουσιάζονται µε συνοπτικό τρόπο οι κύριες 

µέθοδοι ταυτοποίησης καθώς και τα βασικά χαρακτηριστικά τους. 

5.4.2 Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων 

Σύµφωνα µε την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων (least squares method), αναζητείται 

εκείνη η χρονοϊστορία π.χ. της επιτάχυνσης για την οποία ελαχιστοποιείται ένα βαθµωτό 

µέγεθος της µορφής: 

 ( ) ( ) ( )( )2

1

ˆ |
N

i i

i

OF y t y t
=

= −∑p p  (5.4.1) 

όπου: 

o p  το διάνυσµα των παραµέτρων του προσοµοιώµατος, 

o N  το πλήθος των χρονικών στιγµών παρατήρησης, 

o ( )i
y t  η παρατηρούµενη χρονοϊστορία, 

o ( )ˆ |
i

y t p  η προβλεπόµενη από το προσοµοίωµα χρονοϊστορία που προκύπτει µε χρήση 

του διανύσµατος p . 

Αναζητείται η ελάχιστη τιµή της (5.4.1), η οποία µπορεί να προκύψει µε εξίσωση µε το 

µηδέν των µερικών παραγώγων της ( )OF p  ως προς τις παραµέτρους του p . Η επίλυση 

του συστήµατος των εξισώσεων δίνει τις άγνωστες τιµές των παραµέτρων. Η επίλυση µπορεί 

να γίνει µε διάφορες αριθµητικές µεθόδους. 
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5.4.3 Μέθοδος µέγιστης πιθανότητας (maximum likelihood method)  

Αν γίνει η υπόθεση ότι το σφάλµα ( ) ( ) ( )ˆ |
i i

t y t y tε = − p  έχει δεσµευµένη συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας (conditional probability density function) η οποία εξαρτάται από τον 

χρόνο t , το διάνυσµα p  καθώς και τα παρατηρούµενα δεδοµένα ενώ δεν υπάρχουν 

διαταραχές στις εξισώσεις, προκύπτει ότι τα σφάλµατα πρόβλεψης για δύο διαφορετικές 

χρονικές στιγµές είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους [87]. Θεωρώντας ότι η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας του σφάλµατος σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή δίνεται από 

µια τυχαία συνάρτηση g , η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (joint 

probability density function) για όλα τα σφάλµατα δίνεται από την σχέση: 

 ( ) ( ) ( )( )
1

ˆ |
N

i i

i

JPDF g y t y t
=

= −∏p p  (5.4.2) 

Η τιµή της σχέσης (5.4.2) δίνει την πιθανότητα η προβλεπόµενη χρονοϊστορία ( )ˆ |
i

y t p  

να ταυτίζεται µε την παρατηρούµενη χρονοϊστορία. Συνεπώς, αναζητείται εκείνη η τιµή του 

διανύσµατος p  η οποία µεγιστοποιεί την (5.4.2) και η οποία ονοµάζεται εκτίµηση µέγιστης 

πιθανότητας (maximum likelihood estimate). 

5.4.4 Extended Kalman Filter (EKF)  

Η µέθοδος Extended Kalman Filter (EKF) βασίζεται σε έναν επαναληπτικό αλγόριθµο για 

την ταυτοποίηση των άγνωστων παραµέτρων ενός συστήµατος. Χρησιµοποιεί ένα εκτενές 

διάνυσµα κατάστασης (state vector) το οποίο περιλαµβάνει τόσο τις άγνωστες παραµέτρους 

προς ταυτοποίηση όσο και ολόκληρη την απόκριση και την ταχύτητα του συστήµατος. Με 

βάση µια αρχική εκτίµηση, το διάνυσµα κατάστασης ανανεώνεται µε µια επαναληπτική 

µέθοδο καθώς όλο και περισσότερα δεδοµένα γίνονται διαθέσιµα. Η ανανέωση γίνεται µε 

βάση την καθιερωµένη διατύπωση του φίλτρου Kalman [132]. 

Η µέθοδος EKF γενικά θεωρείται ευαίσθητη στην επιλογή της αρχικής εκτίµησης [133] 

και όχι ιδιαίτερα αξιόπιστη στην περίπτωση έντονης µη γραµµικότητας [131]. Απαιτείται 
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γραµµικοποίηση του µητρώου µεταβολής κατάστασης (state transition matrix) και του 

µητρώου παρατήρησης (observation matrix) µε ανάλυση σε σειρά Taylor, µε αποτέλεσµα η 

αξιοπιστία της µεθόδου περιορίζεται σε συστήµατα τα οποία είναι σχεδόν γραµµικά για 

χρονικό διάστηµα της τάξης µεγέθους του βήµατος ανανέωσης του διανύσµατος κατάστασης 

[134]. 

5.4.5 Αλγόριθµος Levenberg – Marquardt (LM)  

Ο αλγόριθµος Levenberg – Marquardt (LM) [139], [140] είναι ένας από τους πλέον 

γνωστούς αλγόριθµους βελτιστοποίησης. Στην πραγµατικότητα πρόκειται για µια έξυπνη µίξη 

δύο διαφορετικών µεθόδων, ήτοι της µεθόδου µέγιστης κλίσεως (gradient descent method) 

και της επαναληπτικής µεθόδου Gauss – Newton. Η µέθοδος LM έχει αποδειχθεί ότι 

υπερτερεί έναντι τόσο της µεθόδου µέγιστης κλίσεως όσο και της µεθόδου συζυγών κλίσεων 

(conjugate gradient method) για ένα µεγάλο πλήθος εφαρµογών [141]. 

5.4.6 Κλασικός Γενετικός Αλγόριθµος (Standard-GA)  

Μια από τις πιο διαδεδοµένες µεθόδους βελτιστοποίησης είναι Γενετικοί Αλγόριθµοι 

(Genetic Algorithms – GAs) [88], [89], [90], [91]. Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι είναι µια 

στοχαστική µέθοδος εξέλιξης ενός πλήθους ατόµων. Κάθε άτοµο αντιστοιχεί κατά µοναδικό 

τρόπο σε µια πιθανή λύση ενός προβλήµατος. 

Ο Κλασικός Γενετικός Αλγόριθµος (Standard-GA) αποτελεί την βασική µορφή των 

Γενετικών Αλγορίθµων. Κάθε µεταβλητή σχεδιασµού κωδικοποιείται στο δυαδικό σύστηµα 

ως µια πεπερασµένη ακολουθία των φυσικών αριθµών 0 και 1. Η ακολουθία αυτή αποτελεί 

ένα γονίδιο το οποίο αντιστοιχεί στην συγκεκριµένη µεταβλητή σχεδιασµού. Το διατεταγµένο 

σύνολο όλων των γονιδίων συνιστά το χρωµόσωµα του ατόµου. Συνεπώς, το χρωµόσωµα 

είναι µια κωδικοποιηµένη σειρά δυφίων η οποία αναπαριστά τις «συντεταγµένες» ενός 

συγκεκριµένου σηµείου στον χώρο των λύσεων ενός προβλήµατος. 
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Η εξέλιξη επιτυγχάνεται µε εφαρµογή συγκεκριµένων τελεστών στα άτοµα του 

τρέχοντος πληθυσµού ούτως ώστε να προκύψουν τα άτοµα του νέου πληθυσµού, δηλαδή η 

επόµενη γενεά. Οι βασικοί τελεστές είναι οι παρακάτω: 

1) Επιλογή (selection): Πρόκειται για την διαδικασία επιλογής ενός ατόµου του τρέχοντος 

πληθυσµού για διασταύρωση, δηλαδή για χρήση του γενετικού υλικού του. Η διαδικασία 

επιλογής βασίζεται στην ευρωστία του ατόµου, δηλαδή το κατά πόσο η λύση που 

αντιστοιχεί στο συγκεκριµένο άτοµο είναι «καλή» µε κριτήριο την χρησιµοποιούµενη 

αντικειµενική συνάρτηση. Στα πιο εύρωστα άτοµα ορίζεται υψηλότερη πιθανότητα 

επιλογής και συνεπώς αυτά αναµένεται να έχουν περισσότερους απογόνους στην 

επόµενη γενεά. 

2) ∆ιασταύρωση (crossover): Πρόκειται για την διαδικασία ανάµιξης του γενετικού υλικού 

γονέων (parents) για την παραγωγή παιδιών (offspring) τα οποία θα αποτελέσουν τα 

άτοµα της επόµενης γενεάς. 

3) Μετάλλαξη (mutation): Πρόκειται για την διαδικασία εισαγωγής λαθών κατά την 

αντιγραφή του γενετικού υλικού. Η εισαγωγή των λαθών πραγµατοποιείται κατά τυχαίο 

τρόπο. Με τη βοήθεια του τελεστή αυτού εισάγονται νέες ακολουθίες γενετικού υλικού 

στον πληθυσµό και εξασφαλίζεται ότι ο Γενετικός Αλγόριθµος θα εντοπίσει το ολικό 

ακρότατο σε πεπερασµένο χρόνο [96]. 

Σε µορφή ψευδοκώδικα, τα τυπικά βήµατα εκτέλεσης των Γενετικών Αλγορίθµων είναι τα 

εξής: 

1) Τυχαία παραγωγή χρωµοσωµάτων για την µόρφωση του αρχικού πληθυσµού, 

2) Υπολογισµός της ευρωστίας κάθε ατόµου του πληθυσµού, 

3) Επιλογή ατόµων για χρήση του γενετικού υλικού τους, 

4) ∆ιασταύρωση, 

5) Μετάλλαξη, 
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6) Υπολογισµός της ευρωστίας κάθε ατόµου του νέου πληθυσµού και έλεγχος της συνθήκης 

τερµατισµού. Αν η συνθήκη τερµατισµού ικανοποιείται τότε η διαδικασία τερµατίζεται 

αλλιώς γίνεται επιστροφή στο βήµα (3). 

Πέραν των τριών βασικών τελεστών του Standard-GA, είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη η 

χρήση του ελιτισµού. Ο ελιτισµός είναι ένας τελεστής ο οποίος µεταφέρει το πλέον εύρωστο 

άτοµο (ή ένα πλήθος εύρωστων ατόµων) αυτούσιο στην επόµενη γενεά. Κατά αυτό τον 

τρόπο εξασφαλίζεται ότι εάν προκύψει µια πολύ καλή λύση, αυτή δεν θα εξαφανισθεί στην 

επόµενη γενεά. Αν και σε ορισµένες περιπτώσεις είναι δυνατό να οδηγήσει στην παγίδευση 

του αλγορίθµου σε κάποιο τοπικό βέλτιστο, η χρήση του τελεστή αυτού συνήθως αυξάνει 

την απόδοση [95]. 

Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι έχουν χρησιµοποιηθεί µε επιτυχία σε προβλήµατα 

βελτιστοποίησης π.χ. [92], [93], [94], [96]. Βασικότερες αιτίες της ευρείας χρήσης τους είναι 

η απλότητα, η αυξηµένη απόδοση σε δύσκολα προβλήµατα βελτιστοποίησης, η δυνατότητα 

αντιµετώπισης προβληµάτων για κάθε τύπο µεταβλητής σχεδιασµού καθώς και η µη ύπαρξη 

περιορισµών αναφορικά µε τη συνέχεια ή την ύπαρξη παραγώγων της αντικειµενικής 

συνάρτησης και των συναρτήσεων των περιορισµών. Μειονέκτηµα της µεθόδου θεωρείται το 

υψηλό υπολογιστικό κόστος. 

5.4.7 Μικρο-γενετικός αλγόριθµος (Micro-GA)  

Ο µικρο-γενετικός αλγόριθµος (Micro-GA) αποτελεί µια παραλλαγή των Γενετικών 

Αλγορίθµων. Προτάθηκε από τον Goldberg [124] και υλοποιήθηκε για πρώτη φορά από τους 

De Jong [136] και Krishnakumar [125]. Στην συνέχεια τροποποιήθηκε από τον Carroll [137] 

και άλλους, π.χ. Kwon et al. [138]. Σύµφωνα µε τον De Jong [136], ο Micro-GA παρουσιάζει 

υψηλότερη απόδοση κατά το αρχικό και τελικό στάδιο της βελτιστοποίησης. Ο Micro-GA 

διαφοροποιείται από τον Standard-GA στα παρακάτω σηµεία: 

o Το µέγεθος του πληθυσµού είναι µικρό (τυπικά 4 ως 6 άτοµα), 

o ∆εν εφαρµόζεται ο τελεστής της µετάλλαξης, 
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o Ο τελεστής της διασταύρωσης εφαρµόζεται µε πιθανότητα ίση µε την µονάδα, 

o Εφαρµόζεται ο τελεστής του ελιτισµού, 

o Ο πληθυσµός αρχικοποιείται όταν η ποικιλότητα του πληθυσµού πέσει κάτω από µια 

συγκεκριµένη τιµή κατωφλίου. Η αρχικοποίηση πραγµατοποιείται διατηρώντας την πλέον 

εύρωστη λύση και συµπληρώνοντας τον υπόλοιπο πληθυσµό µε νέες τυχαίες λύσεις. 

Τυπικά, η διαδικασία αυτή πραγµατοποιείται όταν η οµοιοµορφία του γενετικού υλικού 

ξεπεράσει το 80-90%. 

Πλεονέκτηµα του Micro-GA είναι η ικανότητα του να αντιµετωπίζει µε επιτυχία 

προβλήµατα µε µεγάλο πλήθος τοπικών ακρότατων. Αυτό οφείλεται στην αρχικοποίηση του 

πληθυσµού, η οποία µειώνει την πιθανότητα εγκλωβισµού της µεθόδου σε τοπικά βέλτιστα. 

5.4.8 Αλγόριθµος ∆ιαφορικής Εξέλιξης (Differential Evolution)  

Ο αλγόριθµος ∆ιαφορικής Εξέλιξης (Differential Evolution - DE) προτάθηκε από τους 

Storn και Price [97]. Πρόκειται για έναν σχετικά νέο και αποδοτικό αλγόριθµο 

βελτιστοποίησης ο οποίος βασίζεται στην εξέλιξη ενός πληθυσµού πιθανών λύσεων.  

Στην βασική µορφή του αλγόριθµου, υποθέτουµε ότι ο πληθυσµός  αποτελείται από NP  

διανύσµατα διάστασης D . Τα άτοµα του πληθυσµού G  δίνονται ως εξής: 

 
,

1,2,....,

i G

i NP=

x
 (5.4.3) 

Στην αρχή της διαδικασίας πραγµατοποιείται αρχικοποίηση του πληθυσµού µε εισαγωγή 

τυχαίων λύσεων. Θα πρέπει να ληφθεί µέριµνα ώστε οι λύσεις αυτές να είναι αφ’ ενός 

εφικτές και αφ’ ετέρου διασκορπισµένες οµοιόµορφα στον χώρο των λύσεων.  

Οι βασικοί τελεστές εξέλιξης είναι οι εξής (Εικόνα 5.4.1): 
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1) Μετάλλαξη (mutation): Υποθέτουµε ότι η γενεά G  έχει µορφωθεί. Τότε για κάθε 

διάνυσµα , 1,2,....,i G i NP=x  µπορεί να κατασκευαστεί ένα «µεταλλαγµένο» διάνυσµα 

σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 

 ( )
1 2 3, 1 , , ,i G r G r G r G

F+ = + −u x x x  (5.4.4) 

όπου: 

o { }1 2 3
, , 1,2,...,r r r NP∈  τυχαίοι ακέραιοι δείκτες οι οποίοι είναι διαφορετικοί µεταξύ 

τους αλλά και διαφορετικοί από τον δείκτη i , 

o [ ]0,2F ∈  σταθερός συντελεστής της µεθόδου, καθοριζόµενος από τον χρήστη. 

2) ∆ιασταύρωση (crossover): Για την αύξηση της ποικιλότητας στον πληθυσµό, µορφώνεται 

ένα δοκιµαστικό διάνυσµα σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 

 { }, 1 1 , 1 2 , 1 , 1
, ,..,

i G i G i G Di G
u u u+ + + +=u  (5.4.5) 

όπου: 

 

, 1

, 1

,

,  if ( ( ) ) or ( ( ))

,  if ( ( ) ) and ( ( ))

1,2,..,

ji G

ji G

ji G

u randb j CR j rnbr i
u

x randb j CR j rnbr i

j D

+
+

≤ =
=  > ≠

=

 (5.4.6) 

όπου: 

o ( )randb j  η j -στή διαδοχική τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής µε οµοιόµορφη 

κατανοµή στο διάστηµα [ ]0,1 , 

o [ ]0,1CR∈  συντελεστής καθοριζόµενος από τον χρήστη, 

o ( )rnbr i  τυχαίος ακέραιος δείκτης ο οποίος παίρνει τιµές από το σύνολο { }1,2,.., D . 

3) Επιλογή (selection): Το δοκιµαστικό διάνυσµα 
, 1i G+u  συγκρίνεται απ’ ευθείας µε το 

διάνυσµα 
,i G

x . Το πλέον εύρωστο εκ των δύο λαµβάνει την θέση i  του πληθυσµού 

1G + . 
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Εικόνα 5.4.1: Παράδειγµα δισδιάστατης αντικειµενικής συνάρτησης και δηµιουργία διανύσµατος 
ui,G+1 [97] 

Ο αλγόριθµος DE έχει το πλεονέκτηµα ότι είναι εξαιρετικά απλός στην υλοποίηση ενώ 

γενικά δεν είναι ευαίσθητος στην επιλογή των τιµών των συντελεστών του. Επιπλέον, 

φαίνεται ότι υπερτερεί του αλγόριθµου Particle Swarm Optimization (§5.4.9) για ένα µεγάλο 

πλήθος προβληµάτων [105], [106]. Τέλος, µελέτες υποδεικνύουν ότι ο αλγόριθµος DE 

υπερτερεί ενός σχετικά απλού Γενετικού Αλγόριθµου µε την εξαίρεση περιπτώσεων όπου τα 

δεδοµένα περιέχουν θόρυβο [105], [107]. 

5.4.9 Βελτιστοποίηση Σµήνους Σωµατιδίων (Particle Swarm Optimization)  

Ο αλγόριθµος Βελτιστοποίησης Σµήνους Σωµατιδίων (Particle Swarm Optimization - PSO) 

είναι µια σχετικά νέα και αποδοτική µέθοδος βελτιστοποίησης η οποία προτάθηκε από τους 

Eberhart και Kennedy [98] και στην συνέχεια µελετήθηκε από πλήθος ερευνητών, π.χ. [99], 

[100], [101]. Είναι εµπνευσµένος από την κοινωνική συµπεριφορά των ατόµων ενός 

σµήνους πτηνών ή µιας οµάδας ζώων τα οποία κινούνται µε σκοπό την απόκτηση τροφής. Η 

συµπεριφορά των ατόµων επηρεάζεται τόσο από την προηγούµενη εµπειρία τους όσο και 

από πληροφορίες που λαµβάνουν από την οµάδα. 
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Στην βασική µορφή του αλγορίθµου, υποθέτουµε ότι ο πληθυσµός αποτελείται από p  

άτοµα. Κάθε άτοµο καταλαµβάνει µια θέση και κινείται µε κάποια ταχύτητα. Οι ιδιότητες 

αυτές καθορίζονται την χρονική στιγµή k  από τα αντίστοιχα διανύσµατα θέσης kx  και 

ταχύτητας kv . Η θέση του ατόµου d  στην επόµενη χρονική στιγµή 1k +  προκύπτει ως 

εξής: 

 1 1

d d d

k k k+ += +x x v  (5.4.7) 

όπου το χρονικό διάστηµα t∆  µεταξύ των διακριτών χρονικών στιγµών έχει ληφθεί 

συµβατικά ίσο µε την µονάδα ώστε να είναι επιτρεπτές οι αλγεβρικές πράξεις µεταξύ 

διανυσµάτων θέσης και ταχύτητας. Το διάνυσµα της ταχύτητας καθορίζεται από την σχέση: 

 ( ) ( )1 1 1 2 2

d d d d g d

k k k k k kc r c r+ = + − + −v v p x p x  (5.4.8) 

όπου: 

o 
d

kp  η βέλτιστη προγενέστερη θέση του ατόµου d  την χρονική στιγµή k , 

o 
g

kp  η βέλτιστη θέση των ατόµων όλου του σµήνους την χρονική στιγµή k , 

o 1r , 2r  τιµές τυχαίας µεταβλητής µε οµοιόµορφη κατανοµή στο [ ]0,1 , 

o 1 2, 0c c >  συντελεστές της µεθόδου. 

Σχετικά µε τους συντελεστές, οι Eberhart και Kennedy προτείνουν 1 2 2c c= = . Γενικά, 

όµως επιλέγεται 1 2 4c c+ ≅ , όπου η ανισοτική σχέση µεταξύ 1c  και 2c  καθορίζει την 

συµπεριφορά των ατόµων. Όταν 1 2c c<  η συµπεριφορά των ατόµων είναι πιο κοινωνική 

(social) ενώ όταν 1 2c c>  η συµπεριφορά είναι πιο εγωιστική (cognitive).  

Οι Shi και Eberhart [99] πρότειναν την εισαγωγή ενός «συντελεστή αδράνειας» w , 

όποτε η σχέση (5.4.8) τροποποιείται ως: 

 ( ) ( )1 1 1 2 2

d d d d g d

k k k k k kw c r c r+ = + − + −v v p x p x  (5.4.9) 

Σχετικά µε τον συντελεστή αδράνειας, προτείνεται 0.8 1.4w< < , ενώ έχει αναφερθεί ότι 

η απόδοση του αλγόριθµου αυξάνεται όταν εφαρµόζεται σταδιακή µείωση του w  [99]. 
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Πέραν των προαναφερθέντων, έχουν προταθεί διάφοροι τελεστές όπως ο 

«παραλογισµός» (craziness) [98], ο ελιτισµός τόσο στα άτοµα (elite particle) όσο και στην 

ταχύτητα (elite velocity) [99], η χρήση της βέλτιστης θέσης gp  η οποία έχει καταγραφεί 

γενικά στο σµήνος αντί της βέλτιστης θέσης 
g

kp  που καταγράφεται στο σµήνος την χρονική 

στιγµή k  [100], η εφαρµογή άνω ορίου στις ταχύτητες των ατόµων [100], η δυναµική 

µείωση του συντελεστή αδράνειας w  [102], η «σύσφιξη» (constriction) των µέγιστων 

ταχυτήτων [104] κ.α. 

Η µέθοδος είναι ιδιαίτερα προσφιλής τα τελευταία χρόνια διότι συνδυάζει απλότητα και 

καλή απόδοση. Λόγω της σχετικής νεότητάς της, δεν έχει ακόµη παγιωθεί κάποια µορφή η 

οποία να θεωρείται «κλασική» ενώ παραµένει εν γένει ασαφής ακόµη και ο µηχανισµός 

λειτουργίας της [103]. Από την άλλη πλευρά, µελέτες υποδεικνύουν ότι συγκρινόµενος µε 

τον αλγόριθµο DE (§5.4.8) ο αλγόριθµος PSO παρουσιάζει σηµαντικά µεγαλύτερη ευαισθησία 

στους συντελεστές και υποδεέστερη απόδοση για ένα µεγάλο πλήθος προβληµάτων [105]. 

5.5 Επισκόπηση υφιστάµενου ερευνητικού έργου 

5.5.1 Γενικά 

Στην βιβλιογραφία υπάρχει ένα πλήθος άρθρων σχετικών µε την ταυτοποίηση των 

παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Στην συνέχεια παρουσιάζονται οι κυριότερες 

εργασίες πάνω στο θέµα. 

5.5.2 Yar και Hammond (1987) 

Οι Yar και Hammond [116] παρουσίασαν µια µέθοδο ταυτοποίησης παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen η οποία βασίζεται στην µέθοδο Gauss-Newton για την επίλυση 

των εξισώσεων της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων (§5.4.2). Η εξίσωση της κίνησης 

δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )   m x t a x t b x t z t f t+ + + =ɺɺ ɺ  (5.5.1) 
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όπου  

o ( )x t  η µετατόπιση, 

o ( )f t  η δύναµη διέγερσης, 

o a  ο γραµµικός συντελεστής ιξώδους απόσβεσης, µε µονάδες δύναµη προς ταχύτητα, 

o b  η σταθερά του γραµµικώς ελαστικού ελατηρίου, µε µονάδες δύναµη προς µετατόπιση, 

o z  η υστερητική δύναµη, 

o m  η µάζα του συστήµατος.  

Σηµειώνεται ότι στο άρθρο [116] η µάζα θεωρήθηκε µοναδιαία. Η υστερητική 

παράµετρος ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση µε µηδενική αρχική συνθήκη: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

 
n n

z t A x t x t z t z t x t z tγ β
−

= − −ɺ ɺ ɺɺ  (5.5.2) 

Το διάνυσµα των άγνωστων παραµέτρων δίνεται ως { }     
T

a b A nθ β γ= . Λόγω της 

µεθόδου υλοποίησης, απαιτείται µια καλή αρχική εκτίµηση του θ . Για αυτόν τον λόγο, η 

ταυτοποίηση πραγµατοποιείται σε δύο στάδια. 

Στο πρώτο στάδιο γίνεται µια αρχική εκτίµηση της εκθετικής παραµέτρου n , έστω 0n , η 

οποία και παραµένει σταθερή. Στην συνέχεια ελαχιστοποιείται η τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης για τις υπόλοιπες παραµέτρους a , b , A , β , γ . Αυτή η διαδικασία 

προϋποθέτει µε την σειρά της µια καλή αρχική εκτίµηση του διανύσµατος των άγνωστων 

παραµέτρων { }    
T

a b Aθ β γ=ɶ , η οποία πραγµατοποιείται µε εκτίµηση των τιµών των a , 

b . 

Στο δεύτερο στάδιο, ελαχιστοποιείται η αντικειµενική συνάρτηση και για τους έξι 

αγνώστους, χρησιµοποιώντας ως αρχικό θ  το τελικό αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου και 

την τιµή 0n . Εάν δεν πραγµατοποιηθεί σύγκλιση στις σωστές τιµές των παραµέτρων, τότε 

αυτό µάλλον οφείλεται σε κακή αρχική εκτίµηση της εκθετικής παραµέτρου n . 
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Με βάση τα παραπάνω, αλλά και τα παραδείγµατα που παρουσιάστηκαν [116], είναι 

φανερό ότι η µέθοδος είναι ιδιαίτερα ευαίσθητη στις αρχικές εκτιµήσεις των τιµών των 

παραµέτρων και απαιτεί εξοικείωση και έντονο πειραµατισµό. Επιπλέον, η µη σύγκλιση του 

αλγορίθµου αποτελεί σύνηθες φαινόµενο. 

5.5.3 Sues et al. (1988) 

Οι Sues et al. [114] παρουσίασαν µια µέθοδο ταυτοποίησης παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen η οποία βασίζεται στη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων (§5.4.2). 

Η δύναµη επαναφοράς δίνεται από την σχέση: 

 ( )  1  q a k u a k z= + −  (5.5.3) 

όπου: 

o k  η αρχική δυσκαµψία, 

o a  ο λόγος της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την αρχική, 

o z  η υστερητική µετατόπιση, η οποία ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση µε 

µηδενική αρχική συνθήκη: 

 
1

 
n n

z A u u z z u zβ γ
−

= − −ɺ ɺ ɺɺ  (5.5.4) 

όπου: 

o A , β , γ , n  παράµετροι του προσοµοιώµατος. 

Η εκθετική παράµετρος n  θεωρείται σε κάθε περίπτωση γνωστή και δεν ταυτοποιείται. 

Αντιθέτως, προτείνεται η διενέργεια πλήθους ταυτοποιήσεων µε διαφορετική τιµή του n  

κάθε φορά, από τις οποίες θα προκύψει η καλύτερη λύση. Επίσης, δεν γίνεται αναφορά για 

την ταυτοποίηση της παραµέτρου a . Εξετάστηκαν προβλήµατα ταυτοποίησης των τριών 

παραµέτρων A , β , γ , τα οποία στις περισσότερες περιπτώσεις επιλύθηκαν επιτυχώς. 

Επιπλέον, διερευνήθηκε και η χρήση ενός τροποποιηµένου προσοµοιώµατος Bouc-Wen το 
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οποίο να λαµβάνει υπόψη φαινόµενα µείωσης της αντοχής και της δυσκαµψίας. Σε κάθε 

περίπτωση όµως, το πλήθος των άγνωστων παραµέτρων δεν υπερβαίνει τις τέσσερις, µε τις 

υπόλοιπες παραµέτρους να θεωρούνται γνωστές. Τέλος, δεν εξετάστηκε το θέµα του 

θορύβου που εµπεριέχεται στα παρατηρούµενα δεδοµένα. 

5.5.4 Lin και Zhang (1994) 

Οι Lin και Zhang [117] χρησιµοποίησαν µια µέθοδο ταυτοποίησης που βασίζεται στον 

αλγόριθµο EKF (§5.4.4). Η εξίσωση της κίνησης παίρνει την µορφή: 

  
g

m x k z m u+ = −ɺɺ ɺɺ  (5.5.5) 

όπου: 

o ( )x t  η µετατόπιση, 

o m  η µάζα, 

o k  η δυσκαµψία, 

o ( )z t  η υστερητική µετατόπιση, η οποία ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση µε 

µηδενική αρχική συνθήκη: 

 
1n n

z A x z z x zβ γ−
= − −ɺ ɺɺ  (5.5.6) 

o ( ) ɺ  ο τελεστής της παραγώγισης ως προς τον χρόνο. 

o A , β , γ  παράµετροι του προσοµοιώµατος. 

Από την µορφή της εξίσωσης (5.5.5) είναι φανερό ότι δεν λαµβάνονται υπόψη 

φαινόµενα ιξώδους φύσης. Επιπλέον, θεωρήθηκε γνωστή η ποσότητα k m  ενώ τέθηκε και 

1n = . Η ταυτοποίηση αφορούσε µόνο τις παραµέτρους A , β  και γ . Για να 

αντιµετωπιστούν προβλήµατα σύγκλισης χρησιµοποιήθηκε µια γενική επαναληπτική µέθοδος 

µε συντελεστές βάρους (weighted global iteration procedure). Σε περίπτωση απουσίας 

θορύβου, η µέθοδος αναφέρθηκε ότι δεν είναι ιδιαίτερα ευαίσθητη στην επιλογή των 
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αρχικών συνθηκών. Σε κάθε περίπτωση, η ταυτοποίηση απαιτεί κάποιο ελάχιστο επίπεδο 

έντασης της διέγερσης ώστε το σύστηµα να εισέλθει στην µη γραµµική περιοχή απόκρισης. 

5.5.5 Kunnath et al. (1997) 

Οι Kunnath et al. [111] παρουσίασαν µια µέθοδο ταυτοποίησης παραµέτρων η οποία 

βασίζεται σε µια τροποποιηµένη επαναληπτική µέθοδο Gauss-Newton. Το προσοµοίωµα που 

χρησιµοποίησαν περιλαµβάνει φαινόµενα µείωσης της αντοχής, µείωσης της δυσκαµψίας και 

στένωσης του διαγράµµατος δύναµης – παραµόρφωσης. Στην εν λόγω µέθοδο, η δύναµη 

επαναφοράς δίνεται ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( )  1   F t a k u t a k Z t= + −  (5.5.7) 

όπου: 

o ( ) ( ) ( )1 2
u t u t u t= +  η συνολική µετατόπιση, η οποία εκφράζεται ως άθροισµα των 

µετατοπίσεων λόγω υστέρησης (
1u ) και ολίσθησης (

2u ), 

o k  η αρχική δυσκαµψία, 

o a  ο λόγος της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την αρχική, 

o ( )Z t  η υστερητική µετατόπιση, η οποία ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση µε 

µηδενική αρχική συνθήκη: 

 
( )1

1

  sign
n

A Z u Z
Z u

ν β γ

η

−  +  =ɺ ɺ  (5.5.8) 

όπου: 

o A , β , γ  παράµετροι του βασικού προσοµοιώµατος, 

o ( ) 1.0
k T

t Sη ε= + , ( ) 1.0
f T

t Sν ε= +  συναρτήσεις που καθορίζουν την εξέλιξη της 

µείωσης της δυσκαµψίας και της αντοχής, αντίστοιχα, 
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o kS , fS  παράµετροι που καθορίζουν τον ρυθµό µείωσης της δυσκαµψίας και της 

αντοχής, αντίστοιχα, 

o ( )1  
T

a k Z uε = − ɺ . 

Η µετατόπιση λόγω ολίσθησης καθορίζεται από την σχέση: 

 
( )2

2 2

2
exp

2

mS

t bc

b b

Z S SS
u

S S

µ
π

 −
= − 

  
ɺ  (5.5.9) 

όπου: 

o µ  η πλαστιµότητα, 

o cS , bS , mS , tS  παράµετροι που καθορίζουν την στένωση του διαγράµµατος δύναµης –

παραµόρφωσης. 

Στην εν λόγω µέθοδο έγινε διαχωρισµός των παραµέτρων του προσοµοιώµατος σε δύο 

κατηγορίες. Η πρώτη κατηγορία περιλαµβάνει τις παραµέτρους που καθορίζουν την 

απόκριση του προσοµοιώµατος σε µονοτονική φόρτιση, ενώ η δεύτερη κατηγορία 

περιλαµβάνει τις παραµέτρους που καθορίζουν την απόκριση σε ανακυκλιζόµενη φόρτιση. 

Από τις παραµέτρους της πρώτης κατηγορίας θεωρήθηκαν γνωστές (δηλαδή δεν 

ταυτοποιήθηκαν) οι παράµετροι 1A = , 0.05β = , 0.95γ = , καθώς και η εκθετική 

παράµετρος 2n = . Η ταυτοποίηση των υπολοίπων παραµέτρων της πρώτης κατηγορίας 

πραγµατοποιείται µε χρήση δεδοµένων τα οποία αντιστοιχούν µόνο σε τοπικά µέγιστα των 

δυνάµεων. Στην συνέχεια, γίνεται ξεχωριστά η ταυτοποίηση των παραµέτρων της δεύτερης 

κατηγορίας. 

Εξετάστηκαν διάφορες περιπτώσεις ταυτοποίησης µε χρήση πειραµατικών δεδοµένων. 

Αναφέρθηκαν προβλήµατα σύγκλισης σε ασύµµετρα συστήµατα, δηλαδή σε συστήµατα µε 

διαφορετική δύναµη διαρροής στην θετική και την αρνητική κατεύθυνση. Επίσης, 

αναφέρθηκαν προβλήµατα αργής σύγκλισης της απλής µεθόδου Gauss-Newton, τα οποία 

οδήγησαν στην εισαγωγή τροποποιήσεων για να επιτευχθεί καλύτερη απόδοση. ∆εν 
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εξετάστηκε η ακρίβεια της µεθόδου µε νοητά πειράµατα στα οποία οι πραγµατικές τιµές των 

παραµέτρων είναι γνωστές. Επιπλέον, δεν εξετάστηκε η συµπεριφορά της µεθόδου σε 

περίπτωση δεδοµένων µε θόρυβο. 

5.5.6 Ni et al. (1998) 

Οι Ni et al. [113] παρουσίασαν µια µέθοδο ταυτοποίησης των παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen η οποία βασίζεται σε µια µέθοδο πεδίου συχνοτήτων (frequency 

domain method). Η δύναµη επαναφοράς δίνεται από την σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) r t b x t z t= +  (5.5.10) 

όπου ( )z t  η υστερητική δύναµη, η οποία ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση 

µε µηδενική αρχική συνθήκη: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

 
n n

z t a x t x t z t z t x t z tβ γ
−

= − −ɺ ɺ ɺɺ  (5.5.11) 

Το διάνυσµα των αγνώστων παραµέτρων προς ταυτοποίηση δίνεται ως 

{ }    
T

b a nβ γ=y . Εξετάστηκαν περιπτώσεις απόκρισης που αντιστοιχούν σε αρµονικές 

διεγέρσεις µε 1 ή 8 κύκλους φόρτισης και διάφορα επίπεδα θορύβου. Γίνεται ιδιαίτερη µνεία 

για το ζεύγος των παραµέτρων β  και γ . Συµπεραίνεται ότι, εφόσον το άθροισµά τους είναι 

ίσο µε την µονάδα, οι επιµέρους τιµές δεν έχουν σηµαντική επίδραση στην απόκριση. Υπό 

αυτήν την έννοια, αν και τα αποτελέσµατα της ταυτοποίησης αυτών των δύο παραµέτρων 

µπορεί να διαφέρουν σηµαντικά από τις πραγµατικές τιµές, εντούτοις η ταυτοποίηση 

θεωρείται επιτυχής. Τέλος, πραγµατοποιήθηκε µια ανάλυση ευαισθησίας των παραµέτρων 

και έγινε εφαρµογή της µεθόδου στην περίπτωση συστηµάτων σεισµικής µόνωσης µε 

καλώδια (wire-cable isolators) µε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. 

Σηµειώνεται ότι η απαίτηση σχετικά µε το άθροισµα των παραµέτρων β  και γ  

σχετίζεται µε την συνέπεια του προσοµοιώµατος από φυσικής άποψης, κάτι το οποίο έχει 

αναλυθεί στην §4.2.2. Αντίθετα, η µικρή επίδραση των επιµέρους τιµών των παραµέτρων β  
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και γ  στην απόκριση οφείλεται στην µικρή ευαισθησία τους, η οποία οφείλεται, µεταξύ 

άλλων, και στην διέγερση που χρησιµοποιείται.  

5.5.7 Kyprianou et al. (2001) 

Οι Kyprianou et al. [120] παρουσίασαν µια µέθοδο ταυτοποίησης παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen που βασίζεται στον αλγόριθµο ∆ιαφορικής Εξέλιξης [97]. Ο 

αλγόριθµος παρουσιάζεται συνοπτικά στην §5.4.8. Οι εξισώσεις κίνησης και δύναµης 

επαναφοράς µετατράπηκαν σε µορφή state-space ως εξής: 

 ( )
1 2

2 2

2

2 2 2

 

z z

z f c z z m

z a z z z z z A zβ

=

= − −

= − − +

ɺ

ɺ

ɺ

 (5.5.12) 

όπου: 

o ( )1
z t  η µετατόπιση, 

o ( )2
z t  η ταχύτητα, 

o ( )z t  η υστερητική δύναµη, 

o ( )f t  η δύναµη διέγερσης, 

o m  η µάζα, 

o c  ο γραµµικός συντελεστής ιξώδους απόσβεσης, 

o A , a , β  παράµετροι του προσοµοιώµατος. 

Με βάση την σχέση (5.5.12) είναι φανερό ότι η εκθετική παράµετρος θεωρείται γνωστή 

και ίση µε 2. Συνεπώς, το διάνυσµα των άγνωστων παραµέτρων δίνεται ως 

{ }P     
T

m c a Aβ= . Σηµειώνεται ότι, σε αυτή την περίπτωση, η παράµετρος a  δεν είναι ο 

λόγος της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την αρχική δυσκαµψία, ενώ ασυνήθης είναι και η 

ταυτοποίηση της µάζας του συστήµατος. 
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Για τον περιορισµό των παραµέτρων µέσα σε κάποια επιτρεπτά όρια γίνεται χρήση 

κατάλληλων συναρτήσεων ποινής (penalty functions). Εξετάστηκαν προβλήµατα 

ταυτοποίησης παραµέτρων µε χρήση «καθαρών» δεδοµένων καθώς και δεδοµένων που 

περιέχουν θόρυβο. Στην περίπτωση πειραµατικών δεδοµένων, προτάθηκε η διενέργεια της 

ταυτοποίησης σε δύο στάδια. Στο πρώτο στάδιο χρησιµοποιείται µια διέγερση µικρής 

έντασης για να ταυτοποιηθούν κατά αδρό τρόπο οι παράµετροι που καθορίζουν την 

γραµµική απόκριση. Χρησιµοποιώντας ως αρχική λύση το αποτέλεσµα του πρώτου σταδίου, 

στο δεύτερο στάδιο χρησιµοποιείται µια διέγερση µεγάλης έντασης για να ταυτοποιηθούν οι 

παράµετροι που καθορίζουν την µη γραµµική απόκριση του προσοµοιώµατος. 

5.5.8 Zhang et al. (2002) 

Οι Zhang et al. [115] παρουσίασαν µια µελέτη σχετική µε την ταυτοποίηση των 

παραµέτρων του «γενικευµένου προσοµοιώµατος διαφορικής υστέρησης» (generalized 

model of differential hysteresis) το οποίο παρουσιάζεται συνοπτικά στην §3.5. Το 

προσοµοίωµα αυτό βασίζεται στο Bouc-Wen αλλά χρησιµοποιεί 13 παραµέτρους µε τις 

οποίες µπορεί να λάβει υπόψη διάφορα φαινόµενα µείωσης της αντοχής, µείωσης της 

δυσκαµψίας και στένωσης. Σηµειώνεται ότι, όπως και στο απλό προσοµοίωµα Bouc-Wen, µία 

εκ των παραµέτρων είναι περιττή [112], κάτι το οποίο δεν είχε επισηµανθεί την εποχή που 

παρουσιάστηκε το άρθρο [115]. 

Για την ταυτοποίηση των άγνωστων παραµέτρων χρησιµοποιήθηκαν τρεις µέθοδοι: η 

µέθοδος Simplex, η µέθοδος Generalized Reduced Gradient (GRG) και η µέθοδος EKF 

(§5.4.4). Για την µέθοδο EKF γίνεται χρήση µιας γενικής επαναληπτικής µεθόδου µε 

συντελεστές βάρους καθώς και εσωτερικοί περιορισµοί. Σε κάθε περίπτωση, ως αντικειµενική 

συνάρτηση επιλέχθηκε το άθροισµα των τετραγώνων των λαθών της χρονοϊστορίας του zɺ , 

όπου z  η υστερητική µετατόπιση. Οι µέθοδοι Simplex και GRG, εν αντιθέσει µε την 

συγκεκριµένη µέθοδο EKF, δεν µπορούν να διαχειριστούν αποτελεσµατικά δεδοµένα που 

περιέχουν θόρυβο. Συνεπώς, απαιτείται µια προεπεξεργασία των δεδοµένων µε φίλτρα 
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αποµάκρυνσης θορύβου. Τα χαρακτηριστικά των φίλτρων, και ιδιαίτερα η βέλτιστη διάσταση 

του «παραθύρου» ανάλυσης, δεν είναι γνωστά και θα πρέπει να προκύψουν από σχετική 

διερεύνηση. Η µέθοδος GRG αναφέρθηκε ως η λιγότερο σταθερή διότι παγιδεύεται εύκολα 

σε τοπικά βέλτιστα που µπορεί να είναι απέχουν πολύ από το ολικό βέλτιστο. Η µέθοδος 

Simplex είναι πιο σταθερή και λιγότερο ευαίσθητη στην αρχική εκτίµηση των άγνωστων 

παραµέτρων. Η µέθοδος EKF είναι σχετικά αργή αλλά είναι και η πλέον σταθερή όταν τα 

δεδοµένα περιέχουν θόρυβο. 

5.5.9 Ha et al. (2005) 

Οι Ha et al. [121] (2005) χρησιµοποίησαν ένα τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen 

για την περιγραφή της απόκρισης πιεζοηλεκτρικών στοιχείων (piezoelectric element - PE). 

Για την ταυτοποίηση των παραµέτρων χρησιµοποιήθηκε µια προσαρµοζόµενη επαναληπτική 

µέθοδος που προτάθηκε από τους Chassiakos et al. [135]. ∆υστυχώς, η µέθοδος δεν 

αναφέρθηκε ότι µπορεί να ταυτοποιήσει ταυτόχρονα την µάζα, την δυσκαµψία, τον 

συντελεστή ιξώδους απόσβεσης καθώς και τον πιεζοηλεκτρικό συντελεστή. Η ταυτοποίηση 

των εν λόγω παραµέτρων αυτών έχει ιδιαίτερη πρακτική σηµασία [119]. 

5.5.10 Ma et al. (2006) 

Οι Ma et al. [112] παρουσίασαν µια µελέτη σχετική µε την ταυτοποίηση των παραµέτρων 

του «γενικευµένου προσοµοιώµατος διαφορικής υστέρησης» (§3.5). Η µέθοδος 

ταυτοποίησης βασίζεται στον αλγόριθµο DE (§5.4.8). 

Αναφέρθηκαν προβλήµατα κατά την ταυτοποίηση κάποιων παραµέτρων µε µικρή 

ευαισθησία. Έτσι, πραγµατοποιήθηκε µια ανάλυση ευαισθησίας από την οποία προέκυψαν 

τρεις παράµετροι (εκ των 12) ως οι λιγότερο ευαίσθητες. Στην συνέχεια, προτάθηκε η 

πραγµατοποίηση της ταυτοποίησης κατά στάδια ώστε να επιτευχθεί βελτίωση της απόδοσης. 

∆εν εξετάστηκε η περίπτωση ταυτοποίησης µε δεδοµένα τα οποία περιέχουν θόρυβο. 

Σηµειώνεται ο αλγόριθµος DE έχει αναφερθεί ότι δεν παρουσιάζει καλή απόδοση στην 

περίπτωση ύπαρξης θορύβου, π.χ. [105], [107]. 
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Ως εφαρµογή, εκτελέστηκε µια σειρά πειραµάτων µε ξύλινες συνδέσεις µορφής «T». Τα 

αποτελέσµατα χρησιµοποιήθηκαν αφ’ ενός για την ταυτοποίηση των παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος και αφ’ ετέρου για την επικύρωσή του. Η επικύρωση επιτυγχάνεται µε 

σύγκριση της προβλεπόµενης απόκρισης του ταυτοποιηµένου συστήµατος µε αυτή των 

δοκιµίων όταν αυτά υποβάλλονται σε διαφορετική φόρτιση από αυτή που χρησιµοποιήθηκε 

για την ταυτοποίηση. Αναφέρθηκε ότι, σε γενικές γραµµές, η πρόβλεψη είναι εφικτή αλλά η 

ακρίβειά της µειώνεται καθώς αυξάνονται οι βλάβες στην κατασκευή. 

5.5.11 Ha et al. (2006) 

Οι Ha et al. [119] ασχολήθηκαν µε την ταυτοποίηση των παραµέτρων ενός 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen που αναπαριστά την υστερητική απόκριση ενός πιεζοηλεκτρικού 

µηχανισµού κίνησης (piezoelectric actuator). Χρησιµοποίησαν µια παραλλαγή Γενετικών 

Αλγορίθµων µε απ’ ευθείας κωδικοποίηση πραγµατικών µεταβλητών σχεδιασµού (Real-coded 

GA – RGA) και συνέκριναν την σχετική απόδοση του αλγορίθµου µε χρήση διαφόρων 

αντικειµενικών συναρτήσεων. Αναφέρθηκαν ικανοποιητικά αποτελέσµατα ταυτοποίησης αλλά 

προτάθηκε η χρήση αντικειµενικών συναρτήσεων που δεν περιέχουν παραγώγους υψηλού 

βαθµού. 

5.5.12 Charalampakis και Koumousis (2006) 

Οι Charalampakis και Koumousis [129] εφάρµοσαν τον Γενετικό Αλγόριθµο Sawtooth 

[123] για την ταυτοποίηση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Η απόδοση 

της µεθόδου ήταν παρόµοια µε αυτή του micro-GA (§5.4.7) και σε κάθε περίπτωση ανώτερη 

αυτής του Standard-GA (§5.4.6). Παρ’ όλα αυτά, η µέθοδος αδυνατούσε να εντοπίσει τις 

πραγµατικές τιµές του προσοµοιώµατος λόγω του σχετικά µεγάλου µήκους του 

χρωµοσώµατος. 

Επιπλέον, παρατηρήθηκε ότι στην περίπτωση που δεν εφαρµοστούν οι περιορισµοί των 

παραµέτρων του προσοµοιώµατος (§4.2.2), η ταυτοποίηση οδηγούσε σε σχεδόν βέλτιστες 
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λύσεις οι οποίες ήταν εντελώς διαφορετικές µεταξύ τους. Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε 

ένα σύστηµα µε µάζα 2.86m =  υπό την σεισµική διέγερση του El Centro, τα πέντε 

καλύτερα αποτελέσµατα που προέκυψαν από µια ανάλυση καθώς και οι πραγµατικές τιµές 

των παραµέτρων συνοψίζονται στον αντίστοιχο πίνακα (Πίνακας 5.5.1). 

 

Normalized 
MSE (%) A  β  γ  n  a  

y
F  

[ ]kN  

y
u  

[ ]m  

c  

kNs

m

 
  

 

Πραγµ. τιµές  1.0000 0.1000 0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 5.1507 

0.0076232 2.8652 0.0624 0.7792 2.1953 0.2363 1.8956 0.1788 5.2343 

0.0076789 57.6596 0.3125 0.9844 1.9454 0.8105 1.9977 0.9020 5.1868 

0.0093388 62.5375 0.3144 0.9658 2.0810 0.8613 2.7296 1.0000 5.2343 

0.0964367 80.7077 0.0312 0.4189 2.1390 0.9276 2.8142 0.7404 5.1464 

0.1252586 21.5689 0.0351 0.2578 2.2956 0.7480 1.4148 0.3397 5.2416 

Πίνακας 5.5.1: Παράµετροι προσοµοιώµατος χωρίς περιορισµούς  
(πραγµατικές και ταυτοποιηµένες τιµές) 

Με την εξαίρεση του συντελεστή c  της εξίσωσης κίνησης, ο οποίος αφορά την ιξώδη 

απόσβεση και ταυτοποιήθηκε επιτυχώς σε όλες τις περιπτώσεις, παρατηρείται ότι βρέθηκαν 

εντελώς διαφορετικοί συνδυασµοί παραµέτρων οι οποίοι δίνουν φαινοµενικά εξαιρετικά 

αποτελέσµατα από άποψης ταυτοποίησης.  

∆υστυχώς όµως, η επικύρωση του προσοµοιώµατος (model validation) αποδεικνύει ότι η 

ταυτοποίηση ήταν ανεπιτυχής. Για παράδειγµα, θεωρώντας το δεύτερο αποτέλεσµα της 

ταυτοποίησης (Πίνακας 5.5.1), η απόκριση του πραγµατικού και του ταυτοποιηµένου 

συστήµατος πρακτικά συµπίπτουν για την σεισµική διέγερση του El Centro η οποία 

χρησιµοποιήθηκε για τις ανάγκες της ταυτοποίησης (Εικόνα 5.5.1α). Όµως η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης αυξάνεται κατά τρεις τάξεις µεγέθους για την περίπτωση µιας 

απλής ηµιτονοειδούς φόρτισης. Ο λόγος είναι ότι, στην δεύτερη περίπτωση, το σύστηµα 

εισέρχεται έντονα στην µετελαστική περιοχή (Εικόνα 5.5.1β). Όµως, οι παράµετροι που 

ελέγχουν τον σκελετό του αντίστοιχου διγραµµικού προσοµοιώµατος, ήτοι οι παράµετροι 
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yF , yu  και a , έχουν ταυτοποιηθεί λανθασµένα. Το παραπάνω παράδειγµα αναδεικνύει µε 

τρόπο σαφή τους κινδύνους που ελλοχεύουν λόγω της αοριστίας των παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος (§4.2.2).  

 

Εικόνα 5.5.1: Απόκριση πραγµατικού και ταυτοποιηµένου συστήµατος υπό (α) την σεισµική 
διέγερση του El Centro (β) απλή ηµιτονοειδή φόρτιση µε Fmax=10 kN και Τ=25 s 

 

Normalized 
MSE (%) A  β  γ  n  a  

yF  

[ ]kN  

yu  

[ ]m  

c  

kNs

m

 
  

 

Πραγµ. τιµές  1.0000 0.1000 0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 5.1507 

0.0000162 1.0000 0.0625 0.9375 2.0547 0.1094 2.8409 0.1108 5.1611 

0.0000727 1.0000 0.1011 0.8989 2.1953 0.1289 2.6523 0.1030 5.1953 

0.0001288 1.0000 0.0469 0.9531 2.1250 0.1406 2.6711 0.1039 5.1172 

0.0001363 1.0000 0.2852 0.7148 2.0898 0.1162 2.5557 0.0981 5.1953 

0.0001407 1.0000 0.2499 0.7501 2.1074 0.1250 2.5682 0.0990 5.1953 

Πίνακας 5.5.2: Παράµετροι προσοµοιώµατος µε περιορισµούς  
(πραγµατικές και ταυτοποιηµένες τιµές) 

Μετά την εφαρµογή των περιορισµών 1A β γ= + = , όλα τα αποτελέσµατα της 

διαδικασίας ταυτοποίησης συγκλίνουν στις πραγµατικές τιµές (Πίνακας 5.5.2). Η αδυναµία 
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εύρεσης των πραγµατικών τιµών οφείλεται στην µέθοδο ταυτοποίησης, κάτι το οποίο 

αντιµετωπίστηκε επιτυχώς στα πλαίσια της παρούσας διατριβής. 

5.5.13 Ye και Wang (2007) 

Οι Ye και Wang [122] παρουσίασαν µια µελέτη ταυτοποίησης ενός προσοµοιώµατος 

Bouc-Wen µε χρήση του αλγόριθµου PSO (§5.4.9). Η εξίσωση κίνησης δίνεται ως: 

 ( )2 22   1
n n n

x x a x a z uξ ω ω ω+ + + − =ɺɺ ɺ  (5.5.13) 

όπου: 

o ( )x t  η µετατόπιση, 

o ( )u t  η εξωτερική δύναµη, 

o ξ  το ποσοστό ιξώδους απόσβεσης ( )0 1ξ≤ ≤ , 

o nω  η ψευδο-φυσική περίοδος του συστήµατος, 

o a  ο λόγος δυσκαµψίας ( )0 1a≤ ≤ , 

o ( )z t  η υστερητική µετατόπιση που ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση µε 

µηδενική αρχική συνθήκη: 

 
1n n

z x z z x z A xγ β−
= − − +ɺ ɺ ɺɺ  (5.5.14) 

όπου: 

o A , β , γ , n  παράµετροι του προσοµοιώµατος ( )1n ≥ . 

Η µελέτη αναφέρει ικανοποιητικά αποτελέσµατα ταυτοποίησης. Συγκρινόµενη µε µια 

παραλλαγή Γενετικών Αλγορίθµων που χρησιµοποιεί πραγµατικούς αριθµούς, η µέθοδος PSO 

αποδεικνύεται ανώτερη στην περίπτωση απουσίας θορύβου. Όταν τα δεδοµένα περιέχουν 

θόρυβο, ο Γενετικός Αλγόριθµος παρουσιάζει καλύτερη αρχική απόδοση αλλά ο αλγόριθµος 

PSO καταλήγει σε πιο καλές τελικές λύσεις. 
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5.5.14 Kwok et al. (2007) 

Οι Kwok et al. [118] χρησιµοποίησαν ένα ασύµµετρο προσοµοίωµα Bouc-Wen για την 

περιγραφή της απόκρισης µαγνητορεολογικών αποσβεστήρων (magnetorheological fluid 

dampers – MR dampers). Για την ταυτοποίηση των παραµέτρων χρησιµοποίησαν Γενετικούς 

Αλγορίθµους (§5.4.6) στους οποίους οι τελεστές διασταύρωσης και µετάλλαξης 

προσαρµόζονται αυτόµατα µε βάση την ποιότητα των λύσεων που περιέχονται στον 

πληθυσµό. Επιπλέον, χρησιµοποιήθηκε ένα στατιστικό κριτήριο τερµατισµού το οποίο 

βασίζεται στην παρατηρούµενη µείωση της απόδοσης του αλγόριθµου. Αναφέρθηκαν 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα ταυτοποίησης µε βάση πειραµατικά δεδοµένα. 

5.6 Μειονεκτήµατα υφιστάµενων µεθόδων 

Από την επισκόπηση του υφιστάµενου ερευνητικού έργου είναι φανερό ότι απουσιάζει 

µια µέθοδος η οποία να συνδυάζει καλή απόδοση και σταθερότητα. Στις περισσότερες 

µεθόδους υπάρχει έντονο το ενδεχόµενο του εγκλωβισµού του αλγορίθµου σε υπο-βέλτιστες 

λύσεις (sub-optimal solutions), το οποίο συνήθως οφείλεται σε λανθασµένη επιλογή των 

αρχικών συνθηκών. Οι δυσκολίες ταυτοποίησης εντοπίζονται κυρίως στην εκθετική 

παράµετρο n  του προσοµοιώµατος. Αυτές είτε αντιµετωπίζονται µε έντονο πειραµατισµό µε 

διαφορετικές αρχικές συνθήκες, είτε αποφεύγονται εντελώς µε την θεώρηση ότι η εκθετική 

παράµετρος είναι εκ των προτέρων γνωστή, π.χ. [120], [111], [117]. Επιπλέον, σε πολλές 

µεθόδους προτείνεται η ταυτοποίηση ανά στάδια, π.χ. [116], [112]. Στο πρώτο στάδιο 

πραγµατοποιείται παγίωση κάποιων άγνωστων παραµέτρων σε «συνήθεις» τιµές και 

ταυτοποιούνται κατά αδρό τρόπο οι υπόλοιπες παράµετροι. Στο επόµενο στάδιο 

ενεργοποιούνται όλες οι άγνωστες παράµετροι. Η ταυτοποίηση ανά στάδια γενικά βελτιώνει 

την απόδοση αλλά ταυτόχρονα καθορίζει, σε µικρό ή µεγάλο βαθµό, το τελικό αποτέλεσµα.  

Επιπλέον, κοινό χαρακτηριστικό όλων των προσεγγίσεων είναι ότι εστιάζουν στην µέθοδο 

ταυτοποίησης και πρακτικά αγνοούν τα παρατηρούµενα δεδοµένα. Υπάρχει οµοφωνία στο 

ότι τα δεδοµένα αυτά θα πρέπει να περιλαµβάνουν, σε ποιοτικό επίπεδο, όλα τα 
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χαρακτηριστικά του προσοµοιώµατος που πρόκειται να ταυτοποιηθούν. Παρ’ όλα αυτά, δεν 

έχει πραγµατοποιηθεί κάποια συστηµατική έρευνα πάνω στο θέµα. Έτσι, το φυσικό σύστηµα 

υποβάλλεται σε µια αρµονική ή σεισµική διέγερση µε κάποια χαρακτηριστικά, και θεωρείται, 

χωρίς εξέταση, ότι τα παρατηρούµενα δεδοµένα περιέχουν όλη την απαραίτητη πληροφορία 

για τις ανάγκες της ταυτοποίησης. Όπως θα δειχθεί όµως, η πληροφορία που περιέχεται στα 

παρατηρούµενα δεδοµένα αποτελεί καθοριστικό παράγοντα όχι µόνο για την απόδοση αλλά 

ακόµη και για την επιτυχία της (οποιασδήποτε) µεθόδου ταυτοποίησης. 

Τέλος, σηµειώνεται ότι σηµαντικό πρόβληµα για την διαδικασία ταυτοποίησης αποτελεί η 

µεγάλη διαφοροποίηση στην ευαισθησία των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Η σχετική ευαισθησία εξαρτάται, πέραν από την ίδια την µαθηµατική διατύπωση του 

προσοµοιώµατος και από την διέγερση η οποία χρησιµοποιείται. Για παράδειγµα, για µια 

ισχυρή διέγερση η οποία οδηγεί το σύστηµα έντονα µέσα στην µετελαστική περιοχή, η 

σχετική ευαισθησία των παραµέτρων που καθορίζουν τον σκελετό του αντίστοιχου 

διγραµµικού προσοµοιώµατος είναι µεγάλη. Έτσι, πολλές µέθοδοι αδυνατούν να 

ταυτοποιήσουν τις λιγότερο ευαίσθητες παραµέτρους, όπως τυπικά είναι οι παράµετροι β  

και γ . 

5.7 Προτεινόµενη νέα µέθοδος  

5.7.1 Αντικειµενική συνάρτηση - Ορισµός προβλήµατος βελτιστοποίησης 

Η προτεινόµενη µέθοδος ταυτοποίησης παραµέτρων χρησιµοποιεί ως αντικειµενική 

συνάρτηση το Kανονικοποιηµένο Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα (Normalized Mean Square Error 

– MSE) της προβλεπόµενης χρονοϊστορίας ( )ˆ |y t p  σε σχέση µε την παρατηρούµενη 

χρονοϊστορία ( )y t . Θεωρώντας ότι η παρατήρηση του φαινοµένου γίνεται σε διακριτές 

χρονικές στιγµές, η αντικειµενική συνάρτηση µπορεί να γραφτεί ως: 

 ( )
( ) ( )( )2

1

2

ˆ |

 

N

i i

i

y

y t y t

OF
N σ

=

−
=
∑ p

p  (5.7.1) 
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όπου: 

o p  το διάνυσµα των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, 

o 
2

y
σ  η διασπορά της παρατηρούµενης χρονοϊστορίας, 

o N  το πλήθος των χρονικών στιγµών παρατήρησης. 

Χρησιµοποιείται η χρονοϊστορία της µετατόπισης και της εφαρµοζόµενης εξωτερικής 

δύναµης για πειράµατα ελεγχόµενα µε την δύναµη (force-controlled) και την µετατόπιση 

(displacement-controlled), αντίστοιχα. 

5.7.2 Ορισµός προβλήµατος βελτιστοποίησης 

Το πρόβληµα βελτιστοποίησης µπορεί να οριστεί ως η ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής 

συνάρτησης όταν το διάνυσµα των παραµέτρων υπόκειται στους παρακάτω πλευρικούς 

περιορισµούς: 

 min max≤ ≤p p p  (5.7.2) 

όπου, minp  και maxp  είναι διανύσµατα τα οποία καθορίζουν τα κατώτερα και τα ανώτερα 

επιτρεπτά όρια τιµών των παραµέτρων, αντίστοιχα. 

5.7.3 Επίλυση εξισώσεων 

Η µαθηµατική διατύπωση του µονοβάθµιου προσοµοιώµατος Bouc-Wen παρουσιάστηκε 

στην §4.2.1. Η εξίσωση κίνησης ενός µονοβάθµιου συστήµατος µε γραµµική ιξώδη 

απόσβεση δίνεται από την σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) m u t c u t F t f t+ + =ɺɺ ɺ  (5.7.3) 

όπου: 

o ( )u t  η µετατόπιση, 

o m  η ταλαντούµενη µάζα, µε µονάδες δύναµη προς επιτάχυνση, 
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o c  ο γραµµικός συντελεστής ιξώδους απόσβεσης, µε µονάδες δύναµη προς ταχύτητα, 

o ( )f t  η δύναµη διέγερσης, 

o ( )F t  η δύναµη επαναφοράς, η οποία δίνεται από την σχέση (4.2.1), 

o ( ) ɺ  ο τελεστής παραγώγισης ως προς το χρόνο. 

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.2.1) στην (5.7.3) προκύπτει η σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
y

y

y

F
m u t c u t a u t a F z t f t

u
+ + + − =ɺɺ ɺ  (5.7.4) 

Οι σχέσεις (5.7.4) και (4.2.2) µετατρέπονται σε µορφή state-space ως εξής: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

x t u t

x t u t

x t z t

 = 
 

= 
 = 

ɺ  (5.7.5) 
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  − +    

ɺ

ɺ

ɺ

 (5.7.6) 

Το παραπάνω σύστηµα τριών µη γραµµικών συνήθων διαφορικών εξισώσεων µπορεί να 

επιλυθεί µε τον Livermore stiff ODE integrator [109], ή µε την µέθοδο Runge-Kutta 4ης – 5ης 

τάξης [65]. Η πρώτη µέθοδος είναι πιο ακριβής και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για αριθµητικό 

έλεγχο, ενώ η δεύτερη είναι πιο γρήγορη και συνεπώς καταλληλότερη για στοχαστικές 

µεθόδους βελτιστοποίησης. 

Σηµειώνεται ότι οι περιορισµοί 1A β γ= + =  αποτελούν απαραίτητη προϋπόθεση για 

την επιτυχία της διαδικασίας ταυτοποίησης, όπως αναλύθηκε στις §4.2.2 και §5.5.12. 

Συνεπώς, στο παρόν κεφάλαιο θεωρείται ότι ισχύουν χωρίς περαιτέρω αναφορά. 
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5.7.4 Εξελικτικός αλγόριθµος 

Οι εξελικτικοί αλγόριθµοι (Evolutionary Algorithms – EΑs), είναι αλγόριθµοι εµπνευσµένοι 

από την φυσική επιλογή και την βιολογική εξέλιξη των ειδών. Οι αλγόριθµοι αυτοί 

χρησιµοποιούνται σε προβλήµατα βελτιστοποίησης µε µεγάλη επιτυχία. Στην περίπτωση 

συνεχών αντικειµενικών συναρτήσεων µε πραγµατικές µεταβλητές σχεδιασµού πολλοί 

ερευνητές προτιµούν εξελικτικούς αλγορίθµους πραγµατικών µεταβλητών, όπως ο 

αλγόριθµος DE (§5.4.8) ή ο αλγόριθµος PSO (§5.4.9). Παρ’ όλα αυτά, µελέτες υποδεικνύουν 

ότι τόσο ο αλγόριθµος DE όσο και ο αλγόριθµος PSO έχουν υποδεέστερη απόδοση σε σχέση 

µε έναν σχετικά απλό Γενετικό Αλγόριθµο σε περίπτωση που τα δεδοµένα περιέχουν θόρυβο 

[105], [107]. Είναι όµως σαφές ότι στην περίπτωση πειραµατικών δεδοµένων, η ύπαρξη 

κάποιου επίπεδου θορύβου πρέπει να θεωρείται δεδοµένη. Επιπλέον, οι απλοί Γενετικοί 

Αλγόριθµοι µε δυαδική κωδικοποίηση µπορούν να ενσωµατώσουν πολύ εύκολα έναν 

αλγόριθµο τοπικής βελτιστοποίησης (local optimizer). Αυτού του τύπου οι υβριδικοί 

εξελικτικοί αλγόριθµοι (Hybrid EAs) λέγεται ότι ανήκουν στην κλάση των Μιµητικών 

Αλγορίθµων (Memetic Algorithms) [142] και παρουσιάζουν βελτιωµένη απόδοση σε σχέση µε 

κάθε ένα από τα συστατικά τους µέρη για ένα µεγάλο εύρος πρακτικών εφαρµογών [91]. Ο 

λόγος είναι ότι χρησιµοποιούν εξειδικευµένη πληροφορία, σχετική µε το συγκεκριµένο 

πρόβληµα που αντιµετωπίζεται, ούτως ώστε να παρακάµψουν το λεγόµενο No Free Lunch 

Theorem [143] σύµφωνα µε το οποίο η µέση απόδοση όλων των αλγορίθµων µε βάση τον 

χώρο όλων των δυνατών προβληµάτων είναι ίδια. 

Συνεπώς, ο υβριδικός εξελικτικός αλγόριθµος της προτεινόµενης µεθόδου αποτελείται 

από τα εξής µέρη: 

o Τον Γενετικό Αλγόριθµο SawTooth ο οποίος παρουσιάστηκε πρόσφατα [123], 

o Τον αλγόριθµο τοπικής βελτιστοποίησης Greedy Ascent Hill Climbing (GAHC) ο οποίος 

εφαρµόζεται µέχρι την εύρεση του τοπικού βέλτιστου [91]. 
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Ο SawTooth-GA χρησιµοποιεί µεταβαλλόµενο µέγεθος πληθυσµού και περιοδική µερική 

αρχικοποίηση του πληθυσµού για να επιτύχει αύξηση της απόδοσης. Παρουσιάζει καλή 

απόδοση συγκρινόµενη µε τον Standard-GA (§5.4.6) αλλά και άλλους αλγορίθµους που 

χρησιµοποιούν µερική αρχικοποίηση του πληθυσµού, όπως ο Μicro-GA (§5.4.7). Σύµφωνα µε 

τον SawTooth-GA, το µέγεθος του πληθυσµού ακολουθεί ένα προκαθορισµένο σχέδιο 

µεταβολής (Εικόνα 5.7.1) το οποίο χαρακτηρίζεται από µέσο πληθυσµό mN , ηµιεύρος 

µεταβολής πληθυσµού mD N<  και περίοδο µεταβολής T . Με βάση τα συµπεράσµατα µιας 

σειράς παραµετρικών µελετών µε πλήθος προβληµάτων τόσο µοναδικού βέλτιστου 

(unimodal problems) όσο και πολλαπλών τοπικών και ολικών βέλτιστων (multimodal 

problems), έγινε φανερό ότι η έντονη αρχικοποίηση του πληθυσµού, δηλαδή µεγάλες τιµές 

του λόγου 1
m

D N < , ευνοεί την απόδοση του αλγορίθµου. 

 

Εικόνα 5.7.1: Εξέλιξη πληθυσµού Γενετικού Αλγορίθµου SawTooth 

Για τις αναλύσεις επιλέχθηκε γενετική διασταύρωση ενός σηµείου (single-point crossover) 

µε πιθανότητα 0.7. Χρησιµοποιούνται δύο τελεστές µετάλλαξης, ήτοι ο απλός τελεστής 

µετάλλαξης (jump mutation) µε πιθανότητα 1 P  και ο τελεστής έρπουσας µετάλλαξης 

(creep mutation) µε πιθανότητα c pL N P , όπου: 

o P  είναι το τρέχον µέγεθος του πληθυσµού,  
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o cL  είναι το µήκος του χρωµοσώµατος σε δυφία, 

o pN  είναι το πλήθος των άγνωστων παραµέτρων προς ταυτοποίηση. 

Μετά την έλευση συγκεκριµένου πλήθους γενεών, η καλύτερη λύση που προκύπτει από 

τον αλγόριθµο SawTooth γίνεται αρχική λύση (seed) για τον αλγόριθµο τοπικής 

βελτιστοποίησης GAHC. Η αρχική λύση βελτιώνεται συνεχώς µε εναλλαγή καθενός εκ των 

δυφίων του χρωµοσώµατος από 0 σε 1 και αντίστροφα. Η εναλλαγή γίνεται ατέρµονα µε 

κατεύθυνση από αριστερά προς τα δεξιά και η καλύτερη λύση διατηρείται ως βάση για το 

επόµενο βήµα. Όταν ολοκληρώνεται ένας πλήρης κύκλος εναλλαγών χωρίς βελτίωση, τότε 

το τοπικό βέλτιστο έχει βρεθεί [91]. 

5.7.5 Συρρίκνωση του χώρου των λύσεων (Bounding)  

Για την βελτίωση της απόδοσης, η προτεινόµενη µέθοδος περιλαµβάνει έναν µηχανισµό 

συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων ο οποίος βασίζεται σε στατιστική ανάλυση δειγµάτων 

από τοπικά βέλτιστα. Η συρρίκνωση του χώρου των λύσεων έχει αναφερθεί ότι βελτιώνει 

σηµαντικά την απόδοση αλλά και την ακρίβεια των αποτελεσµάτων [138]. 

Θεωρούµε ότι η µεταβλητή 1.. pi N=  αφορά τις άγνωστες παραµέτρους προς 

ταυτοποίηση. Σε κάθε βήµα βελτιστοποίησης j , ο υβριδικός εξελικτικός αλγόριθµος 

εφαρµόζεται για rM  ανεξάρτητες φορές ενώ κάθε ανάλυση εξελίσσεται για λίγες µόνον 

γενεές. Οι αναλύσεις αυτές µπορούν να πραγµατοποιηθούν παράλληλα σε ένα δίκτυο Η/Υ, µε 

αποτέλεσµα την δραστική µείωση του υπολογιστικού χρόνου. Οι λύσεις ταξινοµούνται µε 

βάση την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και οι χειρότερες tM  απορρίπτονται. Στις 

υπόλοιπες r tM M M= −  λύσεις προσαρτώνται συντελεστές βάρους ως εξής: 

 
( )max

k
k

k

k

OF
w

OF
=  (5.7.7) 

όπου, 

o 1..k M=  µεταβλητή που αφορά τις λύσεις που αποµένουν, 
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o kw  το βάρος της λύσης k , 

o kOF  η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης της λύσης k . 

Σύµφωνα µε την σχέση (5.7.7), η χειρότερη λύση λαµβάνει τιµή βάρους ίση µε την 

µονάδα. Η σταθµισµένη µέση τιµή im  της παραµέτρου i  υπολογίζεται από την σχέση: 
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 (5.7.8) 

όπου, ikp  η τιµή της παραµέτρου i  της λύσης k . Η σταθµισµένη τυπική απόκλιση is  

της παραµέτρου i  υπολογίζεται από την σχέση: 
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Οι δοκιµαστικοί πλευρικοί περιορισµοί της παραµέτρου i  στο επόµενο βήµα 1j +  

υπολογίζονται ως εξής: 

 
, 1

, 1

 

 

i j i i

i j i i

u m q s

l m q s

+

+

= +

= −
 (5.7.10) 

όπου q  ένας συντελεστής που αναπαριστά το ήµισυ του εύρους της παραµέτρου σε 

όρους σταθµισµένων τυπικών αποκλίσεων. Τελικά, οι πλευρικοί περιορισµοί της παραµέτρου 

i  στο επόµενο βήµα 1j +  προκύπτουν ως εξής: 

 , 1 , 1 , 1 , 1, , ,i j i j ij ij i j i jl u l u l u+ + + +     =     ∩  (5.7.11) 

Σηµειώνεται ότι, µε βάση την σχέση (5.7.11), ο χώρος των λύσεων δεν επιτρέπεται να 

µεγεθυνθεί. Αν µια συγκεκριµένη παράµετρος έχει µικρή ευαισθησία, τότε τα αποτελέσµατα 

των αναλύσεων θα είναι διασκορπισµένα σχεδόν οµοιόµορφα στο επιτρεπόµενο διάστηµα 

τιµών της. Εφόσον το µέγεθος του στατιστικού δείγµατος είναι επαρκές, η σταθµισµένη 
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τυπική απόκλιση θα είναι σηµαντική και έτσι το διάστηµα των επιτρεπτών τιµών της 

παραµέτρου θα παραµείνει αµετάβλητο. Έτσι, η προτεινόµενη µέθοδος αντί να εγκλωβίζεται 

σε τοπικά βέλτιστα, αναστέλλει την συρρίκνωση του χώρου των λύσεων ανά παράµετρο 

όταν η στατιστική ανάλυση των αποτελεσµάτων δεν δικαιολογεί πρόοδο. Με αυτόν τον 

τρόπο αναδεικνύεται ένα µέτρο σχετικής ευαισθησίας των παραµέτρων, η οποία εξαρτάται, 

µεταξύ άλλων, και από το πείραµα µε το οποίο γίνεται η ταυτοποίηση. 

Ένα άλλο σηµαντικό χαρακτηριστικό της προτεινόµενης µεθόδου είναι ότι είναι ασφαλής 

όταν η βέλτιστη τιµή µιας παραµέτρου κείται κοντά στο ένα άκρο του διαστήµατος των 

επιτρεπτών τιµών. Ο λόγος είναι ότι, γενικά, η σταθµισµένη µέση τιµή θα κείται κοντά στο 

ίδιο άκρο. Εφόσον το νέο εύρος τιµών ορίζεται συµµετρικά και εκατέρωθεν της 

σταθµισµένης µέσης τιµής, η βέλτιστη τιµή παραµένει εντός του χώρου των λύσεων. 

5.7.6 Έλεγχος των συντελεστών της µεθόδου ταυτοποίησης 

Για την βελτίωση της απόδοσης, κρίθηκε απαραίτητη η εισαγωγή ενός µηχανισµού 

ελέγχου των συντελεστών της προτεινόµενης µεθόδου ταυτοποίησης ο οποίος βασίζεται 

στην πρόοδο της διαδικασίας. Στο εξής, για λόγους αποφυγής σύγχυσης, θα χρησιµοποιείται 

ο όρος «συντελεστής» αναφορικά µε τους συντελεστές της µεθόδου ταυτοποίησης και ο 

όρος «παράµετρος» αναφορικά µε τις παραµέτρους του προσοµοιώµατος Bouc-Wen προς 

ταυτοποίηση. 

Εισάγεται η έννοια του λόγου εύρους ως δείκτη προόδου της ταυτοποίησης µιας 

παραµέτρου. Αναφορικά µε την παράµετρο i , ο λόγος εύρους στο βήµα βελτιστοποίησης j  

δίνεται από την σχέση: 

 
ij ij

ij

i i

u l
a

U L

−
=

−
 (5.7.12) 

όπου, 

o 
iju , 

ijl  είναι το άνω και κάτω όριο του εύρους τιµών στο βήµα j , αντίστοιχα, 
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o iU , iL  είναι το αρχικό άνω και κάτω όριο του εύρους τιµών, αντίστοιχα. 

Ο λόγος εύρους είναι θετικός αριθµός, έχει αρχική τιµή ίση µε την µονάδα και µειώνεται 

καθώς συρρικνώνεται το διάστηµα των επιτρεπτών τιµών της συγκεκριµένης παραµέτρου. 

Ως συνολικό λόγο εύρους στο βήµα j  ορίζουµε τον µέγιστο λόγο εύρους όλων των 

παραµέτρων: 

 { }maxj ij
i

a a=  (5.7.13) 

Συνεπώς, µε βάση την σχέση (5.7.13), ο έλεγχος των συντελεστών γίνεται µε βάση την 

παράµετρο που έχει παρουσιάσει την µικρότερη πρόοδο ταυτοποίησης.  

Η µεταβολή των τιµών των συντελεστών γίνεται µεταξύ µιας αρχικής και µιας τελικής 

τιµής. Στην περίπτωση συντελεστών που είναι πραγµατικοί αριθµοί, η τιµή τους δίνεται από 

την σχέση: 
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 (5.7.14) 

όπου, 

o sr , er  είναι η αρχική και η τελική τιµή, αντίστοιχα, του συντελεστή, 

o 1ra  µια σταθερά µε τυπική τιµή 
31.0 10−× , η οποία αναπαριστά τον συνολικό λόγο 

εύρους για τον οποίο η ταυτοποίηση έχει πρακτικά ολοκληρωθεί. 

Στην περίπτωση συντελεστών που είναι ακέραιοι αριθµοί, η τιµή τους δίνεται από την 

σχέση: 
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όπου, 

o sl , el  είναι η αρχική και η τελική τιµή, αντίστοιχα, του συντελεστή, 

o ( )int ⋅  η συνάρτηση που επιστρέφει το ακέραιο µέρος ενός αριθµού, 

o cl  µια σταθερά που εξαρτάται από το αν ο συντελεστής αυξάνεται ή µειώνεται και 

δίνεται από την σχέση: 

 

1,  

1,  

0,  

e s
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e s

l l

l l l

l l
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= − >
 =

 (5.7.16) 

Με βάση τα παραπάνω, η µεταβολή των συντελεστών της προτεινόµενης µεθόδου 

ταυτοποίησης παίρνει την µορφή που φαίνεται στην Εικόνα 5.7.2. 

1 ra11r
a

2r
a

,  l r

,  s sl r
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1r
a2ra ra

 

Εικόνα 5.7.2: Έλεγχος (α) φθίνοντα (β) αύξοντα συντελεστή εξελικτικού αλγορίθµου 

5.7.7 Συνθήκη τερµατισµού 

Ο συνολικός λόγος εύρους ja  που παρουσιάστηκε στην §5.7.6 µπορεί να αποτελέσει µια 

ιδιαίτερα πρακτική συνθήκη τερµατισµού της διαδικασίας ταυτοποίησης. Στην προτεινόµενη 

µέθοδο, η συνθήκη τερµατισµού είναι να φτάσει ο συνολικός λόγος εύρους ja  την τιµή 

4

2 1.0 10ra
−= × . Έτσι, όταν ικανοποιηθεί η συνθήκη τερµατισµού, το διάστηµα των 

επιτρεπτών τιµών όλων των παραµέτρων είναι το πολύ ίσο µε το ένα δεκάκις χιλιοστό του 
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αντίστοιχου αρχικού διαστήµατος. Με άλλα λόγια, το άνω και κάτω όριο των επιτρεπτών 

τιµών όλων των παραµέτρων πρακτικά ταυτίζεται.  

Το πλεονέκτηµα αυτής της συνθήκης τερµατισµού είναι ότι ορίζεται σε 

«µακροσκοπικούς» όρους τιµών παραµέτρων και έτσι είναι ανεξάρτητη από τα ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά του πειράµατος που χρησιµοποιείται. Εναλλακτικά, µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

ως συνθήκη τερµατισµού κάποια τιµή κατωφλίου της αντικειµενικής συνάρτησης, κάτω από 

την οποία θεωρείται ότι η ταυτοποίηση είναι επαρκής. Σε αυτήν την περίπτωση όµως, θα 

πρέπει κάθε φορά να γίνεται διερεύνηση για τον καθορισµό της κατάλληλης τιµής 

κατωφλίου. 

5.8 Ταυτοποίηση παραµέτρων 

5.8.1 Γενικά 

Η απόδοση οποιασδήποτε µεθόδου ταυτοποίησης παραµέτρων εξαρτάται σε µεγάλο 

βαθµό από την πληροφορία που υπάρχει στα δεδοµένα εισόδου – εξόδου. Αυτά πρέπει να 

περιλαµβάνουν όλα τα χαρακτηριστικά που πρόκειται να ταυτοποιηθούν. Στην συνέχεια 

διερευνάται η σχετική απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου σε συνάρτηση µε την 

πληροφορία που περιέχεται στα δεδοµένα καθώς και την ενδεχόµενη παρουσία ιξώδους 

απόσβεσης. 

5.8.2 Σύστηµα χωρίς ιξώδη απόσβεση 

Παρατηρήθηκε ότι η ταυτοποίηση ενός συστήµατος χωρίς ιξώδη απόσβεση µπορεί να 

επιτευχθεί µε ένα µόνο πείραµα αρµονικής διέγερσης και λίγους κύκλους φόρτισης. Σε αυτήν 

την περίπτωση, η ιξώδης απόσβεση είτε αγνοείται είτε θεωρείται ότι είναι γνωστή.  

Αναλύθηκαν τρεις περιπτώσεις πειραµάτων ελεγχόµενων µε την µετατόπιση 

(displacement-controlled), ήτοι 1α ως 1γ, µε µέγιστη µετατόπιση ίση µε 0.5, 2.0 και 7.0 

φορές την «παραµόρφωση διαρροής» 
y

u , αντίστοιχα (Εικόνα 5.8.1). Σε κάθε περίπτωση, 

πραγµατοποιήθηκαν τρεις πλήρεις κύκλοι φόρτισης. Επιπλέον αυτών, αναλύθηκε ως 
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περίπτωση 1δ η απόκριση του αγνώστου συστήµατος υπό την σεισµική διέγερση του El 

Centro [126]. Η ταλαντούµενη µάζα είναι ίση µε 
228.6kNs m  ενώ η µέγιστη εδαφική 

επιτάχυνση (Peak Ground Acceleration – PGA) είναι ίση µε 0.319g , µε αποτέλεσµα η 

παρατηρούµενη µέγιστη µετατόπιση να είναι περίπου ίση µε 2 yu .  

 

Εικόνα 5.8.1: Πειράµατα επιβαλλόµενης αρµονικής µετατόπισης 

Ο Πίνακας 5.8.1 παρουσιάζει τις πραγµατικές τιµές, τους αρχικούς πλευρικούς 

περιορισµούς και τις ταυτοποιηµένες τιµές των παραµέτρων του συστήµατος. Τα 

αποτελέσµατα αυτά είναι οι µέσες τιµές από 10 ανεξάρτητες αναλύσεις. Επιπλέον, η Εικόνα 

5.8.2 δείχνει την σχετική απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου για τις τέσσερις περιπτώσεις 

πειραµάτων 1α – 1δ. 

 

 γ  n  a  yF  [kN] yu  [m] c  [kNs/m] 

Πραγµατικές τιµές  0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 0.0000 

Αρχικό κάτω όριο 0.0000 1.0000 0.0000 0.1000 0.0100 - 

Αρχικό άνω όριο 1.0000 10.0000 1.0000 10.0000 1.0000 - 

1α (umax = 0.5 uy) 0.8856 1.9562 0.1075 2.8987 0.1123 - 

1β (umax = 2.0 uy) 0.8991 1.9986 0.1000 2.8597 0.1110 - 

1γ (umax = 7.0 uy) 0.8676 1.9220 0.0987 2.8552 0.1093 - 

1δ (El Centro) 0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 - 

Πίνακας 5.8.1: Πραγµατικές και ταυτοποιηµένες τιµές παραµέτρων χωρίς ιξώδη απόσβεση   
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Οι συντελεστές της προτεινόµενης µεθόδου µε τους οποίους πραγµατοποιήθηκαν οι 

αναλύσεις είναι οι εξής: 

o Πλήθος ανεξάρτητων αναλύσεων 40rM = , 

o Πλήθος λύσεων που απορρίπτονται 10tM = , 

o Συντελεστής τυπικής απόκλισης 3.0q = , 

o Μέσο µέγεθος πληθυσµού SawTooth-GA 25mN = , 

o Ηµιεύρος µεταβολής πληθυσµού SawTooth-GA 20D = , 

o Περίοδος µεταβολής πληθυσµού SawTooth-GA 5T =  γενεές, 

o ∆ιάρκεια εφαρµογής SawTooth-GA 3TK =  περίοδοι, ήτοι 3 5 15× =  γενεές, 

o Μήκος γονιδίου 10gL =  δυφία, 

o Πλήθος άγνωστων παραµέτρων 5pN = , 

o Συνολικό µήκος χρωµοσώµατος 5 10 50cL = × =  δύφια. 

 

Εικόνα 5.8.2: Σχετική απόδοση προτεινόµενης µεθόδου χωρίς ιξώδη απόσβεση  

Στην περίπτωση του πειράµατος µε την σεισµική διέγερση (περίπτωση 1δ), η 

ταυτοποίηση των παραµέτρων ήταν «ακριβής», ήτοι επιτεύχθηκε ακρίβεια τεσσάρων 

δεκαδικών ψηφίων. Όσον αφορά τα ηµιτονοειδή πειράµατα, η απόκριση της πρώτης 

περίπτωσης (περίπτωση 1α) είναι σχεδόν γραµµική και συνεπώς δεν περιέχει πληροφορία για 
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την µετελαστική περιοχή του συστήµατος. Ως αποτέλεσµα, η διαδικασία ταυτοποίησης 

αποτυγχάνει να προχωρήσει πέρα από κάποιο σηµείο (Εικόνα 5.8.2α). Στην περίπτωση 1γ, η 

απόκριση είναι έντονα µη γραµµική και παρατηρείται η καλύτερη αρχική απόδοση στην 

ταυτοποίηση. Αυτό οφείλεται στο ότι το µεγαλύτερο µέρος της πληροφορίας αφορά την 

µετελαστική περιοχή. Ως συνέπεια, οι παράµετροι οι οποίες καθορίζουν τον αντίστοιχο 

διγραµµικό σκελετό της απόκρισης, ήτοι οι παράµετροι yu , yF  και a , ταυτοποιούνται 

γρήγορα. Όµως, για τον αντίθετο ακριβώς λόγο, η ευαισθησία των παραµέτρων που 

καθορίζουν την µετάβαση µεταξύ των κλάδων της απόκρισης, ήτοι οι παράµετροι γ  και n , 

είναι µικρή. Στην προτεινόµενη µέθοδο, η συνθήκη τερµατισµού ορίζεται µε βάση την 

συρρίκνωση του εύρους των επιτρεπτών τιµών όλων των παραµέτρων και όχι µε βάση µια 

προκαθορισµένη τιµή κατωφλίου της αντικειµενικής συνάρτησης. Έτσι, η καλύτερη απόδοση 

µεταξύ των περιπτώσεων 1α – 1γ παρατηρείται για την περίπτωση 1β, στην οποία το 

σύστηµα µόλις εισέρχεται στην µετελαστική περιοχή και η ευαισθησία όλων των 

παραµέτρων είναι της ίδιας τάξης µεγέθους (Εικόνα 5.8.2β). 

5.8.3 Σύστηµα µε ιξώδη απόσβεση 

Όταν η ιξώδης απόσβεση θεωρείται άγνωστη, η διαδικασία ταυτοποίησης µε χρήση ενός 

µόνο πειράµατος απλής αρµονικής διέγερσης ενίοτε αποτυγχάνει προβλέποντας τιµές του 

συντελεστή ιξώδους απόσβεσης µεγαλύτερες του πραγµατικού. Αυτό συµβαίνει διότι, υπό 

απλή αρµονική διέγερση, η απόσβεση αποδίδεται πιο εύκολα στον συντελεστή ιξώδους 

απόσβεσης παρά στην υστερητική απόσβεση του προσοµοιώµατος. Σηµειώνεται όµως ότι η 

ιξώδης απόσβεση εξαρτάται έντονα από την συχνότητα και την ένταση της αρµονικής 

διέγερσης [127]. Έτσι, το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται αποτελεσµατικά συνδυάζοντας 

δύο πειράµατα διαφορετικής έντασης ή/και συχνότητας, π.χ. συνδυάζοντας τις περιπτώσεις 

1β και 1γ. Σε αυτήν την περίπτωση, ως αντικειµενική συνάρτηση µπορεί να ληφθεί η µέση 

τιµή των αντικειµενικών συναρτήσεων κάθε υπο-περίπτωσης. Με αυτό τον τρόπο, 

παρατηρείται ότι η διαδικασία ταυτοποίησης είναι πάντα επιτυχής. 
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Προς υποστήριξη των παραπάνω, θεωρούµε τρεις περιπτώσεις συστηµάτων µε άγνωστη 

ιξώδη απόσβεση, ήτοι τις περιπτώσεις 2α – 2γ. Αυτές είναι, αντίστοιχα, µια αποτυχηµένη 

απόπειρα χρησιµοποιώντας την περίπτωση 1β µόνο, ο συνδυασµός των περιπτώσεων 1β και 

1γ και τέλος, η απόκριση του αγνώστου συστήµατος υπό τον El Centro [126]. Ο Πίνακας 

5.8.2 παρουσιάζει τις πραγµατικές τιµές, τους αρχικούς πλευρικούς περιορισµούς και τις 

ταυτοποιηµένες τιµές των παραµέτρων του συστήµατος. Τα αποτελέσµατα αυτά είναι οι 

µέσες τιµές από 10 ανεξάρτητες αναλύσεις. Ο γραµµικός συντελεστής ιξώδους απόσβεσης 

είναι ίσος µε το 10% της κρίσιµης τιµής.  

 

 γ  n  a  yF  [kN] 
yu  [m] c [kNs/m] 

Πραγµατική τιµή  0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 5.4292 

Αρχικό κάτω όριο 0.0000 1.0000 0.0000 0.1000 0.0100 0.0000 

Αρχικό άνω όριο 1.0000 10.0000 1.0000 10.0000 1.0000 100.0000 

2α (umax = 2uy) 0.6211 1.5397 0.1736 2.5542 0.1013 6.4835 

2β (umax = 2uy, 7uy) 0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 5.4292 

2γ (El Centro) 0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 5.4292 

Πίνακας 5.8.2: Πραγµατικές και ταυτοποιηµένες τιµές παραµέτρων µε ιξώδη απόσβεση 

Οι διαφορές των συντελεστών της µεθόδου σε σχέση µε την §5.8.2 είναι οι εξής: 

o Πλήθος άγνωστων παραµέτρων 6
p

N = , 

o Συνολικό µήκος χρωµοσώµατος 6 10 60cL = × =  δύφια. 

Η Εικόνα 5.8.3α δείχνει τον υστερητικό βρόχο της περίπτωσης 2α συγκρινόµενο µε την 

πραγµατική απόκριση του συστήµατος. Στις περιπτώσεις 2β και 2γ, οι άγνωστες παράµετροι 

του συστήµατος (συµπεριλαµβανοµένου και του γραµµικού συντελεστή ιξώδους απόσβεσης 

c ) ταυτοποιούνται «ακριβώς», ήτοι µε ακρίβεια τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων. Σηµειώνεται 

όµως ότι η περίπτωση του συνδυασµού των πειραµάτων 1β και 1γ παρουσιάζει χονδρικά 

τρεις φορές καλύτερη απόδοση σε σχέση µε το πείραµα µε την σεισµική διέγερση (Εικόνα 

5.8.3β). 
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Εικόνα 5.8.3: Σχετική απόδοση προτεινόµενης µεθόδου µε ιξώδη απόσβεση  

5.8.4 Θόρυβος 

Η προτεινόµενη µέθοδος χρησιµοποιήθηκε για την ταυτοποίηση ενός άγνωστου 

συστήµατος µε παρατηρούµενα δεδοµένα που περιέχουν θόρυβο. Τα παρατηρούµενα 

δεδοµένα προέκυψαν από ένα νοητό πείραµα ενώ ο θόρυβος προστέθηκε εκ των υστέρων 

σύµφωνα µε την ακόλουθη σχέση: 

 ( ) ( ) ( )1  
i i i

y t r y tε= +  (5.8.1) 

όπου: 

o ir  είναι µια διαδοχή αριθµών τυχαίας µεταβλητής µε οµοιόµορφη κατανοµή στο 

διάστηµα ( )1,1− , 

o ε  είναι ο λόγος της στάθµης του θορύβου προς την στάθµη του σήµατος (Noise to 

Signal Ratio – NSR). 

Εξετάστηκαν τρεις περιπτώσεις επιπέδου θορύβου, ήτοι οι περιπτώσεις 3α – 3γ, µε NSR 

ίσο µε 1%, 5% και 10%, αντίστοιχα. Για τις αναλύσεις χρησιµοποιήθηκε η σεισµική διέγερση 

του El Centro [126] ενώ η ταλαντούµενη µάζα ήταν ίση µε 
228.6kNs m . Οι αρχικοί 

πλευρικοί περιορισµοί και οι πραγµατικές τιµές των παραµέτρων του συστήµατος είναι ίδιοι 
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µε την περίπτωση της §5.8.3 (Πίνακας 5.8.2). Η ιξώδης απόσβεση θεωρείται άγνωστη 

παράµετρος προς ταυτοποίηση. 

Ο Πίνακας 5.8.3 συνοψίζει τις µέσες ταυτοποιηµένες τιµές των παραµέτρων που 

προκύπτουν από 10 ανεξάρτητες αναλύσεις. Είναι φανερό ότι, µε δεδοµένη την ύπαρξη του 

θορύβου, η ταυτοποίηση ήταν απόλυτα επιτυχής. Σηµειώνεται ότι δεν εφαρµόστηκε κάποιο 

φίλτρο αποµάκρυνσης θορύβου πριν την χρήση των δεδοµένων. 

 

 γ  n  a  yF  [kN] 
yu  [m] c [kNs/m] 

Πραγµατική τιµή 0.9000 2.0000 0.1000 2.8600 0.1110 5.4292 

3α (NSR = 1%) 0.9010 1.9998 0.1000 2.8608 0.1110 5.4261 

3β (NSR = 5%) 0.9019 2.0096 0.1001 2.8569 0.1110 5.4369 

3γ (NSR = 10%) 0.8993 1.9953 0.0995 2.8642 0.1111 5.4014 

Πίνακας 5.8.3: Ταυτοποιηµένες τιµές παραµέτρων (δεδοµένα µε θόρυβο) 

 

Εικόνα 5.8.4: Συρρίκνωση χώρου λύσεων παραµέτρου γ (δεδοµένα µε θόρυβο) 

Επιπλέον, η Εικόνα 5.8.4 παρουσιάζει την πρόοδο της συρρίκνωσης του χώρου των 

λύσεων της παραµέτρου γ  σε συνάρτηση µε το βήµα βελτιστοποίησης j . Το γράφηµα 
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βασίζεται σε µέσες τιµές 10 ανεξάρτητων αναλύσεων. Η παράµετρος γ  επιλέχθηκε διότι 

τυπικά είναι µεταξύ των λιγότερο ευαίσθητων παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Όπως ήταν αναµενόµενο, παρατηρείται ότι η συρρίκνωση του χώρου των λύσεων είναι 

ταχύτερη στην περίπτωση χαµηλότερης στάθµης θορύβου. 

5.8.5 Ταυτοποίηση µε πραγµατικά πειραµατικά δεδοµένα 

Η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για ταυτοποίηση των παραµέτρων 

ενός συστήµατος Bouc-Wen µε βάση διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα, π.χ. [144]. Εν 

προκειµένω, το σύστηµα προς ταυτοποίηση αναπαριστά µια µεταλλική σύνδεση δοκού – 

υποστυλώµατος. Το πείραµα, συγκεκριµένα το πείραµα No. 5, εκτελέστηκε σε πραγµατική 

κλίµακα από τους E. Popov και R. Stephen στο Berkeley το 1970 [128]. Αναφέρεται σε µια 

δοκό WF 24 x 76 (ποιότητας Α36) η οποία ήταν συνδεδεµένη µε ακλόνητο υποστύλωµα. Τα 

πέλµατα της δοκού ήταν συγκολληµένα στο υποστύλωµα ενώ ο κορµός ήταν κοχλιωµένος 

µε επτά κοχλίες 7/8” (Εικόνα 5.8.5α). Το ελεύθερο άκρο της δοκού υποβλήθηκε σε µια 

επιβεβληµένη ανακυκλιζόµενη µετατόπιση. Η σύνδεση παρουσίασε καθαρή υστερητική 

απόκριση χωρίς φαινόµενα µείωσης της αντοχής, µείωσης της δυσκαµψίας ή στένωσης του 

διαγράµµατος δύναµης – παραµόρφωσης. 

 

Εικόνα 5.8.5: Ταυτοποίηση µε χρήση πραγµατικών πειραµατικών δεδοµένων 
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Οι αρχικοί πλευρικοί περιορισµοί και οι ταυτοποιηµένες τιµές παρουσιάζονται στον 

σχετικό πίνακα (Πίνακας 5.8.4). Σηµειώνεται ότι δεν έγινε καµία προσπάθεια εκτίµησης των 

πραγµατικών τιµών. Συγκεκριµένα, οι πλευρικοί περιορισµοί των παραµέτρων yF  και yu  

επιλέχθηκαν µε µια απλή µατιά στο διάγραµµα δύναµης – παραµόρφωσης. Η χρησιµοποίηση 

ακόµη µεγαλύτερων διαστηµάτων δεν επηρεάζει σηµαντικά την απόδοση της µεθόδου, διότι 

οι µη ρεαλιστικές τιµές απορρίπτονται από τα αρχικά στάδια της ταυτοποίησης. 

 

 γ  n  a   [kN]yF   [m]yu  

Αρχικό κάτω όριο 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0010 

Αρχικό άνω όριο 1.0000 10.0000 1.0000 1000.0000 0.1000 

Ταυτοποιηµένη τιµή 1.0000 1.3248 0.0756 420.2587 0.0142 

Πίνακας 5.8.4: Αρχικοί πλευρικοί περιορισµοί και ταυτοποιηµένες τιµές (πραγµατικά δεδοµένα) 

Παρατηρείται ότι η απόκριση του ταυτοποιηµένου συστήµατος είναι σε καλή συµφωνία 

µε τα πειραµατικά δεδοµένα (Εικόνα 5.8.5β). Ως ένδειξη της σταθερότητας της 

προτεινόµενης µεθόδου, σηµειώνεται ότι εκτελέστηκαν πλήθος ανεξάρτητων αναλύσεων και 

τα τελικά αποτελέσµατα ήταν σχεδόν πανοµοιότυπα. Η τελική τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης (δηλαδή η τελική τιµή του Κανονικοποιηµένου Μέσου Τετραγωνικού 

Σφάλµατος) ήταν περίπου 0.51%. Παρ’ όλα αυτά, η τιµή 0.59% επιτεύχθηκε κατά µέσο όρο 

µετά από 5000 µόλις αναλύσεις. Σηµειώνεται επίσης ότι τα πειραµατικά δεδοµένα 

παρουσιάζουν µια µικρή ασυµµετρία. Αυτό το χαρακτηριστικό δεν µπορεί να αντιµετωπισθεί 

µε το συµµετρικό προσοµοίωµα Bouc-Wen που χρησιµοποιήθηκε. 

5.8.6 Παραµετρικές µελέτες 

Για την ανάδειξη του µηχανισµού πίσω από την προτεινόµενη µέθοδο ταυτοποίησης, 

συντάχθηκε µια σειρά παραµετρικών µελετών. Ο Πίνακας 5.8.5 και ο Πίνακας 5.8.6 

παρουσιάζουν την διαµόρφωση του υβριδικού εξελικτικού αλγόριθµου και του µηχανισµού 

συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων, αντίστοιχα. Στην περίπτωση µεταβαλλόµενων 
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συντελεστών (σύµφωνα µε την §5.7.6), παρουσιάζονται τόσο η αρχική όσο και η τελική τιµή 

του συντελεστή χωριζόµενες µε το σύµβολο «/». Για όλες τις αναλύσεις χρησιµοποιήθηκε η 

σεισµική διέγερση του El Centro [126] ενώ η ταλαντούµενη µάζα είναι ίση µε 
228.6kNs m . 

Η τιµή του συντελεστή ιξώδους απόσβεσης είναι ίση µε το 10% της κρίσιµης τιµής και 

θεωρείται άγνωστη παράµετρος προς ταυτοποίηση. Οι αρχικοί πλευρικοί περιορισµοί και οι 

πραγµατικές τιµές των παραµέτρων του συστήµατος είναι ίδιοι µε την περίπτωση της §5.8.3 

(Πίνακας 5.8.2). 

Για λόγους σύγκρισης, η µέση απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου υπολογίζεται σε 

κάθε περίπτωση ως µέση τιµή 10 ανεξάρτητων αναλύσεων. Η απόδοση προκύπτει µε βάση 

το πλήθος των αναλύσεων (function evaluations) για ένα συγκεκριµένο επίπεδο τιµής της 

αντικειµενικής συνάρτησης. Τα τελικά αποτελέσµατα της ταυτοποίησης δεν παρουσιάζονται, 

αφού σε κάθε περίπτωση µια τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης κοντά στο 
1010−

 σηµαίνει 

ότι οι άγνωστες παράµετροι έχουν ταυτοποιηθεί «ακριβώς», δηλαδή µε ακρίβεια τεσσάρων 

δεκαδικών ψηφίων. 

Οι περιπτώσεις A1 ως A4 (Εικόνα 5.8.6α) αναδεικνύουν την επίδραση της περιόδου T  

του Sawtooth-GA στην συνολική απόδοση. Αν και προτείνονται τιµές του λόγου 
m

T N  

κοντά στο 0.50  [123], στην προτεινόµενη µέθοδο ακόµη µικρότερες τιµές της περιόδου 

ευνοούν την απόδοση. Αυτό υποδηλώνει ότι η αρχικοποίηση του πληθυσµού είναι 

περισσότερο σηµαντική από την διασταύρωση των λύσεων. Αυτή η συµπεριφορά 

υποβοηθείται από την σχετικά αδρή διακριτοποίηση του χώρου των λύσεων. 

Οι περιπτώσεις B1 και B4, συγκρινόµενες µε τις αντίστοιχες περιπτώσεις A1 και A4, 

αποδεικνύουν ότι διαφορετικοί συνδυασµού του µέσου πληθυσµού mN  και του πλήθους TK  

των περιόδων του Sawtooth-GA παρουσιάζουν παρόµοια απόδοση (Εικόνα 5.8.6β). Για 

παράδειγµα, τόσο η περίπτωση A1 όσο και η B1 περιλαµβάνουν 375 αναλύσεις, ενώ κατά 

την διάρκεια της αρχικοποίησης εισάγονται στον πληθυσµό 125 και 123 τυχαίες λύσεις, 

αντίστοιχα. 
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Στην περίπτωση που η τιµή του µέσου πληθυσµού mN  θεωρηθεί σταθερή και ίση µε 25, 

οι περιπτώσεις C1 και C2 υποδεικνύουν ότι λίγες περίοδοι του Sawtooth-GA είναι επαρκείς για 

να δώσουν µια καλή αρχική λύση για τον αλγόριθµο τοπικής βελτιστοποίησης GAHC (Εικόνα 

5.8.6γ). 

Οι περιπτώσεις D1 ως D3 (Εικόνα 5.8.6δ) αναδεικνύουν την επίδραση του µήκους του 

χρωµοσώµατος στην συνολική απόδοση της µεθόδου. Αποδεικνύεται ότι πολύ µικρό ή πολύ 

µεγάλο µήκος χρωµοσώµατος οδηγεί σε µειωµένη απόδοση. Στην πρώτη περίπτωση 

(περίπτωση D1) ευθύνεται η ανεπαρκής διακριτοποίηση του χώρου των λύσεων ενώ στην 

δεύτερη περίπτωση (περίπτωση D2) ευθύνεται το µεγάλο πλήθος των αναλύσεων που 

απαιτεί ο αλγόριθµος GAHC για να εντοπίσει το τοπικό βέλτιστο. Η χρησιµοποίηση 

µεταβαλλόµενου µήκους χρωµοσώµατος δεν φαίνεται να αυξάνει την απόδοση (περίπτωση 

D3). 

Οι περιπτώσεις E1 και E2 (Εικόνα 5.8.6ε) αναδεικνύουν τον αποφασιστικό ρόλο που 

παίζει ο αλγόριθµος τοπικής βελτιστοποίησης GAHC στην συνολική απόδοση. Η περίπτωση 

E1 είναι πανοµοιότυπη µε την περίπτωση A1 (η οποία αποτελεί βάση αναφοράς) χωρίς τον 

αλγόριθµο GAHC, ενώ η περίπτωση E2 περιλαµβάνει δύο επιπλέον περιόδους του Sawtooth-

GA οι οποίες αντισταθµίζουν χονδρικά τις επιπλέον αναλύσεις που απαιτούνται λόγω του 

GAHC. 

Οι περιπτώσεις F1 και F2 (Εικόνα 5.8.6στ) αναδεικνύουν την ευεργετική επίδραση της 

απόρριψης των χειρότερων λύσεων. Παρατηρείται ότι ακόµη και όταν απορρίπτεται µικρό 

ποσοστό των λύσεων (περίπτωση F2), η απόδοση αυξάνεται σηµαντικά. 

Ο συντελεστής q  είναι ένας από τους πλέον σηµαντικούς συντελεστές της 

προτεινόµενης µεθόδου ταυτοποίησης. Καθώς η ταυτοποίηση προοδεύει, η σταθµισµένη 

τυπική απόκλιση is  γίνεται σταδιακά συγκρίσιµη σε µέγεθος µε το ολοένα συρρικνούµενο 

διάστηµα επιτρεπτών τιµών. Συνεπώς, είναι προτιµότερο να χρησιµοποιείται µια σχετικά 

µεγάλη τιµή του συντελεστή q  στην αρχή της διαδικασίας, έτσι ώστε να διασφαλιστεί ότι η 

βέλτιστη τιµή θα παραµείνει εντός του χώρου των λύσεων. Στην συνέχεια, ο συντελεστής q  
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µπορεί να µειωθεί σταδιακά ώστε να επιταχυνθεί η διαδικασία σύγκλισης. Τα παραπάνω 

παρουσιάζονται στις περιπτώσεις G1 και G2 (Εικόνα 5.8.6ζ), στις οποίες η τελική τιµή του 

συντελεστή q  είναι ίση µε 2.5  και 2.0  αντίστοιχα. 

Τέλος, η απόδοση της προτεινόµενης µεθόδου είναι άµεσα συνδεδεµένη µε το µέγεθος 

του στατιστικού δείγµατος, ήτοι µε τον συντελεστή rM . Αυτό παρουσιάζεται στις 

περιπτώσεις H1 και H2 (Εικόνα 5.8.6η), στις οποίες το συνολικό µέγεθος του δείγµατος 

περιορίζεται σε 30  και 20  τοπικά βέλτιστα, αντίστοιχα. 

Όλες οι αναλύσεις που παρουσιάστηκαν στην παράγραφο αυτή συνέκλιναν µε ασφάλεια 

στις πραγµατικές τιµές. Παρ’ όλα αυτά, είναι προφανές ότι µικρές τιµές του συντελεστή q  ή 

ανεπαρκές µέγεθος δείγµατος rM  µπορεί να οδηγήσει υπό περιπτώσεις σε αποτυχία της 

µεθόδου. Αυτό το ενδεχόµενο εξαρτάται από την διέγερση και τις αρχικές τιµές των 

πλευρικών περιορισµών των παραµέτρων. Αν και παρουσιάζεται ένα περιορισµένο πλήθος 

αναλύσεων, τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από τις παραµετρικές µελέτες βασίζονται σε 

ένα πολύ µεγαλύτερο πλήθος αναλύσεων.  
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Περίπτωση Nm D T KT Lg GAHC 

A1 25 20 5 3 10 Ναι 

A2 25 20 10 3 10 Ναι 

A3 25 20 15 3 10 Ναι 

A4 25 20 20 3 10 Ναι 

B1 15 12 5 5 10 Ναι 

B4 15 12 20 5 10 Ναι 

C1 25 20 5 2 10 Ναι 

C2 25 20 5 4 10 Ναι 

D1 25 20 5 3 8 Ναι 

D2 25 20 5 3 15 Ναι 

D3 25 20 5 3 15/10 Ναι 

E1 25 20 5 3 10 Όχι 

E2 25 20 5 5 10 Όχι 

F - H 25 20 5 3 10 Ναι 

Πίνακας 5.8.5: ∆ιαµόρφωση υβριδικού εξελικτικού αλγορίθµου 

 

Περίπτωση Mr Mt q 

A - E 40 10 3.0 

F1 30 0 3.0 

F2 35 5 3.0 

G1 40 10 3.0/2.5 

G2 40 10 3.0/2.0 

H1 30 8 3.0 

H2 20 5 3.0 

Πίνακας 5.8.6: ∆ιαµόρφωση µηχανισµού συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων 
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Εικόνα 5.8.6: Παραµετρικές µελέτες προτεινόµενης µεθόδου ταυτοποίησης  
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5.8.7 Σύγκριση µε Standard-GA και Micro-GA 

Για την ανάδειξη των πλεονεκτηµάτων της προτεινόµενης µεθόδου, πραγµατοποιήθηκε 

µια συγκριτική µελέτη µε τους αλγορίθµους Standard-GA (§5.4.6) και Micro-GA (§5.4.7). Η 

σύγκριση αφορά τόσο την µέση απόδοση του αλγορίθµου όσο και την ακρίβεια στην 

ταυτοποίηση των παραµέτρων. 

Πραγµατοποιήθηκε ταυτοποίηση των παραµέτρων του υστερητικού συστήµατος της 

µονόπακτης δοκού (§5.8.5) µε τον Standard-GA µε ελιτισµό και δύο περιπτώσεις 

πληθυσµού, ήτοι 25P =  και 50P = . Χρησιµοποιήθηκαν αντίστοιχες µε την προτεινόµενη 

µέθοδο ρυθµίσεις, ως εξής: 

o Μήκος γονιδίου 10
g

L =  δύφια, 

o Πλήθος άγνωστων παραµέτρων 5
p

N = , 

o Συνολικό µήκος χρωµοσώµατος 5 10 50cL = × =  δύφια, 

o Τελεστής διασταύρωσης µονού σηµείου µε πιθανότητα 0.7 , 

o Τελεστής απλής µετάλλαξης µε πιθανότητα 1 P , 

o Τελεστής έρπουσας µετάλλαξης µε πιθανότητα 
c p

L N P , 

o Ελιτισµός. 

Επιπλέον, έγινε ταυτοποίηση των άγνωστων παραµέτρων µε τον Micro-GA. Οι 

συντελεστές του αλγορίθµου έχουν ως εξής: 

o Πληθυσµός 5P =  άτοµα, 

o Μήκος γονιδίου 10
g

L =  δύφια, 

o Πλήθος άγνωστων παραµέτρων 5
p

N = , 

o Συνολικό µήκος χρωµοσώµατος 5 10 50cL = × =  δύφια, 

o Τελεστής διασταύρωσης µονού σηµείου. 
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Η µέση απόδοση, η οποία προέκυψε από 30 ανεξάρτητες αναλύσεις, δείχνει ότι για το 

συγκεκριµένο πρόβληµα η προτεινόµενη µέθοδος υπερτερεί (Εικόνα 5.8.7). 

 

Εικόνα 5.8.7: Σύγκριση προτεινόµενης µεθόδου µε Standard-GA και Micro-GA  

Αναφορικά µε την ακρίβεια ταυτοποίησης, η προτεινόµενη µέθοδος υπερέχει διότι ο 

χώρος των επιτρεπτών λύσεων συρρικνώνεται συνεχώς. Συνεπώς, είναι εφικτή η 

ταυτοποίηση των παραµέτρων µε όση «ακρίβεια» είναι επιθυµητή, κάτι το οποίο 

επιβεβαιώνεται µε χρήση νοητών πειραµάτων στα οποία οι ακριβείς τιµές των παραµέτρων 

είναι γνωστές. Αυτή η δυνατότητα δεν απαντάται στους αλγορίθµους Standard-GA και Micro-

GA αφού, σε αυτές τις περιπτώσεις, τόσο το µέγεθος όσο και η διακριτοποίηση του χώρου 

των λύσεων παραµένουν σταθερά καθ’ όλη την διαδικασία. 

5.8.8 Σύγκριση µε PSO 

Για την ανάδειξη των πλεονεκτηµάτων της προτεινόµενης µεθόδου, πραγµατοποιήθηκε 

µια συγκριτική µελέτη µε τον αλγόριθµο PSO (§5.4.9). Για τις ανάγκες της συγκριτικής 

µελέτης, πραγµατοποιήθηκε ταυτοποίηση των παραµέτρων του υστερητικού συστήµατος 

της µονόπακτης δοκού (§5.8.5). Χρησιµοποιήθηκαν δύο εκδόσεις του αλγόριθµου PSO. Η 

πρώτη έκδοση, η οποία µπορεί να θεωρηθεί «βασική», ορίζεται ως εξής: 
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o Πληθυσµός 20p =  άτοµα, 

o Συντελεστής εγωιστικής συµπεριφοράς 1 2c = , 

o Συντελεστής κοινωνικής συµπεριφοράς 2 2c = , 

o Συντελεστής αδράνειας 0.8w = . 

Η δεύτερη έκδοση, η οποία µπορεί να θεωρηθεί «προηγµένη», χρησιµοποιεί ένα πλήθος 

τελεστών οι οποίοι έχουν αναφερθεί ότι αυξάνουν την απόδοση. Η υλοποίηση βασίζεται σε 

µελέτη των Fourie και Groenwold [100], οι οποίοι συνέκριναν την µέθοδο PSO µε τον 

Γενετικό Αλγόριθµο του Caroll [108] καθώς και µε µια δική τους υλοποίηση Γενετικών 

Αλγορίθµων. Τα αποτελέσµατά τους υποδεικνύουν ότι ο αλγόριθµος PSO εµφανίζει καλύτερη 

απόδοση για ένα πλήθος τυποποιηµένων προβληµάτων βελτιστοποίησης. Οι συντελεστές της 

µεθόδου λήφθηκαν ως εξής [100]: 

o Πληθυσµός 20p =  άτοµα, 

o Συντελεστής εγωιστικής συµπεριφοράς 1 0.5c = , 

o Συντελεστής κοινωνικής συµπεριφοράς 2 1.6c = , 

o Αρχικός συντελεστής αδράνειας 0 1.40w = , 

o Μέγιστο πλήθος συνεχόµενων βηµάτων χωρίς βελτίωση 3h = , 

o Συντελεστής µείωσης αδράνειας 0.99a = , 

o Συντελεστής µείωσης µέγιστης ταχύτητας 0.95β = , 

o Συντελεστής αρχικής µέγιστης ταχύτητας 0.4γ = , 

o Συντελεστής «παραλογισµού» 0.22crP = , 

o Ελιτισµός στα άτοµα (elite particle), 

o Ελιτισµός στην ταχύτητα (elite velocity), 

o Συντελεστής ελιτισµού ταχύτητας 3 1.30c = , 

όπου: 
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o Η αρχική µέγιστη ταχύτητα των ατόµων του σµήνους λαµβάνεται τέτοια ώστε σε ένα 

χρονικό βήµα κάποιο άτοµο να µπορεί να διανύσει ένα συγκεκριµένο ποσοστό του χώρου 

των λύσεων: 

 ( )max

0 UB LB
γ= −v x x  (5.8.2) 

όπου, UBx  και LBx  είναι τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις ανώτερες και κατώτερες 

επιτρεπτές τιµές των παραµέτρων, αντίστοιχα. 

o Αν η βέλτιστη λύση που έχει παρατηρηθεί γενικά στο σµήνος δεν βελτιωθεί για h  

συνεχόµενες χρονικές στιγµές, τότε θεωρείται ότι οι ταχύτητες των ατόµων είναι υψηλές 

και δεν επιτρέπουν στον αλγόριθµο να εντοπίσει τις βέλτιστες λύσεις (overshooting). Για 

τον λόγο αυτό γίνεται µείωση τόσο του συντελεστή αδράνειας όσο και του διανύσµατος 

µέγιστης ταχύτητας ως εξής: 

 ( ) ( ) max max

1 1If  ,   g g k k k k
k k h

OF OF w a w β+ +
−

≥ ⇒ = =p p v v  (5.8.3) 

o Κατ’ αντιστοιχία µε την µετάλλαξη των Γενετικών Αλγορίθµων, ο τελεστής 

«παραλογισµού» προσδίδει σε κάποιο άτοµο ένα τυχαίο διάνυσµα ταχύτητας, µε 

αποτέλεσµα αυτό να αποµακρυνθεί από το σµήνος και να βρεθεί σε περιοχές του χώρου 

των λύσεων που πιθανότατα δεν έχουν εξερευνηθεί. Ο τελεστής εφαρµόζεται µε κάποια 

µικρή πιθανότητα crP  ως εξής: 

 
max

1 1 1If randomly assign  with   particle cr k k kr P d+ + +< ⇒ < ≤ ∀v 0 v v  (5.8.4) 

όπου r  είναι µια τιµή τυχαίας µεταβλητής µε οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [ ]0,1 . 

o Κατ’ αντιστοιχία µε τον ελιτισµό των Γενετικών Αλγορίθµων, εφαρµόζεται ελιτισµός τόσο 

στην θέση όσο και στην ταχύτητα. Έτσι, το άτοµο του σµήνους του οποίου η θέση 

αντιστοιχεί στην λιγότερο εύρωστη λύση µετατίθεται και καταλαµβάνει την βέλτιστη 

θέση που έχει παρατηρηθεί γενικά σε ολόκληρο το σµήνος: 

 
pe

g
=x p  (5.8.5) 
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Επίσης, αν η ταχύτητα 
d

kv  είχε ως αποτέλεσµα την βελτίωση του gp , τότε  

 
1 3

  d pe

k g
c r+ = +x p v  (5.8.6) 

όπου, 
pe d

k=v v , 3c  είναι ένας συντελεστής της µεθόδου και r  είναι µια τιµή τυχαίας 

µεταβλητής µε οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [ ]0,1 . 

Η µέση απόδοση όλων των αλγορίθµων υπολογίστηκε µε βάση 30 ανεξάρτητες 

αναλύσεις. Τα αποτελέσµατα (Εικόνα 5.8.8) δείχνουν ότι, για το συγκεκριµένο πρόβληµα, η 

προτεινόµενη µέθοδος είναι ανώτερη της «βασικής» έκδοσης PSO και ευθέως ανταγωνιστική 

µε την «προηγµένη» έκδοση. Σηµειώνεται ότι στα δεδοµένα του συγκεκριµένου πειράµατος 

δεν προστέθηκε θόρυβος σύµφωνα µε την §5.8.4, ενώ έχει αναφερθεί ότι ο αλγόριθµος PSO 

αντιµετωπίζει προβλήµατα µε την ύπαρξη θορύβου στα δεδοµένα [105]. 

 

Εικόνα 5.8.8: Σύγκριση προτεινόµενης µεθόδου µε τον αλγόριθµο PSO 

5.8.9 Προτεινόµενες τιµές συντελεστών 

Οι συντελεστές της προτεινόµενης µεθόδου που αντιστοιχούν στην περίπτωση Α1 

(Πίνακας 5.8.5 και Πίνακας 5.8.6) µπορούν να θεωρηθούν συντηρητικοί για κάθε πρόβληµα 
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παρόµοιας πολυπλοκότητας. Αυτές οι ρυθµίσεις χρησιµοποιήθηκαν για τις κύριες αναλύσεις 

που παρουσιάστηκαν στην §5.8.2 και την §5.8.3. Οι ρυθµίσεις που αντιστοιχούν στις 

περιπτώσεις G2 και H2 παρουσιάζουν αυξηµένη απόδοση και χρησιµοποιήθηκαν για την 

περίπτωση δεδοµένων µε θόρυβο (§5.8.4) και την περίπτωση της µονόπακτης δοκού 

(§5.8.5), αντίστοιχα. 

Για προβλήµατα µε περισσότερες παραµέτρους, τόσο η εξερεύνηση του χώρου των 

λύσεων όσο και η δειγµατοληψία τοπικών βέλτιστων θα πρέπει να είναι πιο έντονη. Οι 

προτεινόµενες τιµές των συντελεστών έχουν ως εξής: 

o Μέσος πληθυσµός mN  του αλγόριθµου γενετικού αλγορίθµου Sawtooth ίσος µε 30% ως 

50% του µήκους χρωµοσώµατος cL , 

o Ηµιεύρος µεταβολής πληθυσµού D  τέτοιο ώστε η διαφορά mN D−  να είναι ίση µε 1 ως 

5, 

o Μέγεθος στατιστικού δείγµατος rM  το πολύ ίσο µε 
2

p
N , όπου pN  το πλήθος των 

άγνωστων παραµέτρων, 

o Πλήθος λύσεων tM  προς απόρριψη ίσο µε 5% έως 20% του rM . 

Σηµειώνεται όµως ότι κάθε πρόβληµα παρουσιάζει τα δικά του εγγενή χαρακτηριστικά. 

Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση απαιτείται κάποιος πειραµατισµός µε τις ρυθµίσεις της 

προτεινόµενης µεθόδου. 
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6.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό προτείνεται µια νέα µέθοδος ανάλυσης τυχαίων διατοµών µε χρήση 

προσοµοιωµάτων ινών (fiber models). Η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον 

καθορισµό διαγραµµάτων ροπών-καµπυλοτήτων, διαγραµµάτων αλληλεπίδρασης καθώς και 

επιφανειών αστοχίας. Επιπλέον, µπορεί να υπολογίσει την παραµορφωµένη κατάσταση µιας 

τυχαίας διατοµής υπό δεδοµένη εξωτερική ένταση. Τέλος, παρουσιάζεται µια σειρά 

εφαρµογών οι οποίες αναδεικνύουν τα πλεονεκτήµατα της προτεινόµενης µεθόδου έναντι 

των υπολοίπων της βιβλιογραφίας. 

6.2 Προσοµοιώµατα ινών 

Τα προσοµοιώµατα ινών βασίζονται στην θεώρηση ότι ένα µέλος µιας κατασκευής µπορεί 

να κατατµηθεί αφ’ ενός σε κατά µήκος τµήµατα (segments) τα οποία χωρίζονται από 

διατοµές ελέγχου, και αφ’ ετέρου σε ίνες (fibers) σε επίπεδο διατοµής ελέγχου [150]. Κάθε 

ίνα κάθε ενός τµήµατος συµπεριφέρεται µε βάση µια συγκεκριµένη σχέση τάσης – 

παραµόρφωσης, ανάλογα µε το υλικό και την θέση της (Εικόνα 6.2.1). 

Τα προσοµοιώµατα ινών θεωρούνται θεµελιώδη (fundamental), λόγω της χρήσης 

ρεαλιστικών σχέσεων τάσεων – παραµορφώσεων των υλικών, οι οποίες µπορεί να 

λαµβάνουν υπόψη πλήθος φαινοµένων όπως περίσφιγξη, παραµορφωσιακή κράτυνση κ.α. 

[150]. Επιπλέον, τα προσοµοιώµατα ινών αποτελούν σήµερα την πιο ορθολογική µέθοδο 

αντιµετώπισης θεµάτων όπως η διαξονική κάµψη µε ταυτόχρονη αξονική δύναµη, η 

διανεµηµένη πλαστικότητα, η στένωση του διαγράµµατος ροπών – καµπυλοτήτων κ.α. Το 

κύριο µειονέκτηµα των προσοµοιωµάτων αυτών συνίσταται στο εξαιρετικά αυξηµένο 

υπολογιστικό κόστος το οποίο µπορεί, υπό περιπτώσεις, να οδηγήσει σε αριθµητικές 

αστάθειες. Επιπλέον, δεν λαµβάνονται υπόψη θέµατα σχετιζόµενα µε ανελαστικές 

διατµητικές παραµορφώσεις, αλληλεπίδραση ορθών και διατµητικών τάσεων κ.λ.π. [150]. 
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Εικόνα 6.2.1: Ανάλυση µέλους σε τµήµατα και διατοµών ελέγχου σε ίνες [150] 

6.3 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής, κρίθηκε αναγκαία η ενσωµάτωση της 

συσσωρευµένης γνώσης γύρω από τα προσοµοιώµατα ινών. Παρουσιάστηκε µια νέα 

µέθοδος ανάλυσης τυχαίων διατοµών η οποία αντιµετωπίζει µε ενιαίο τρόπο τα 

µειονεκτήµατα των υπαρχόντων µεθόδων της βιβλιογραφίας. Απώτερος σκοπός ήταν η 

δυνατότητα απόκτησης σηµαντικών πληροφοριών σε θέµατα όπως τα διαγράµµατα ροπών – 

καµπυλοτήτων, η µέγιστη αντοχή, τα διαγράµµατα αλληλεπίδρασης κ.α. χωρίς την 

διενέργεια πειραµάτων. Με χρήση κατάλληλων διαδικασιών ταυτοποίησης, οι οποίες 

παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 5, οι πληροφορίες αυτές χρησιµοποιήθηκαν για την εκτίµηση 

των παραµέτρων των προσοµοιωµάτων Bouc – Wen. Οι πληροφορίες αυτές µπορούν επίσης 

να αξιοποιηθούν σε προσοµοιώµατα τύπου Bouc-Wen που λαµβάνουν υπόψη διαξονική 

αλληλεπίδραση, π.χ. [145]. 
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6.4 Παραδοχές 

Γενικά, τα προσοµοιώµατα ινών θεωρούν µικρές παραµορφώσεις και βασίζονται στην 

παραδοχή Euler – Bernoulli σύµφωνα µε την οποία οι επίπεδες διατοµές παραµένουν 

επίπεδες µετά την παραµόρφωση. Συνεπώς, αν θεωρήσουµε ότι ο άξονας X  συµπίπτει µε 

τον διαµήκη άξονα του µέλους, το πεδίο των ορθών παραµορφώσεων σε επίπεδο διατοµής 

δίνεται από την σχέση [150]: 

 ( ) 0
,   

Z Y
y z y zε ε= + Φ − Φ  (6.4.1) 

όπου: 

o YΦ , ZΦ  οι καµπυλότητες γύρω από τους άξονες Y  και Z , αντίστοιχα, 

o 0ε  η παραµόρφωση στην αρχή των αξόνων ( 0y = , 0z = ). 

Με εφαρµογή των διαγραµµάτων τάσεων – παραµορφώσεων των διαφόρων υλικών, το 

πεδίο των ορθών παραµορφώσεων µετατρέπεται σε πεδίο ορθών τάσεων. Η ολοκλήρωση 

του πεδίου των ορθών τάσεων οδηγεί στον υπολογισµό των συνισταµένων δυνάµεων, 

δηλαδή της αξονικής δύναµης XN  και των δύο ροπών YM , ZM  που αντιστοιχούν στην 

συγκεκριµένη παραµορφωσιακή κατάσταση. 

Κατά την ανάλυση σε επίπεδο διατοµής δεν είναι συνήθης πρακτική η διακριτοποίηση σε 

µικρές ίνες. Αντίθετα, η ανάλυση συνήθως βασίζεται στα περιγράµµατα που καθορίζουν την 

θέση και την µορφή των διαφόρων υλικών µέσα στην διατοµή. Ο λόγος για αυτήν την 

επιλογή είναι ότι µειώνεται σηµαντικά το υπολογιστικό κόστος. 

Όπως θα αναλυθεί στην συνέχεια, κατά την ολοκλήρωση του πεδίου των ορθών τάσεων 

είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη η χρήση του θεωρήµατος του Green [166], µε βάση το οποίο 

είναι δυνατή η µετατροπή επιφανειακών ολοκληρωµάτων σε επικαµπύλια. Αν θεωρήσουµε 

µια επίπεδη επιφάνεια D  µε περίγραµµα D∂ , τότε σύµφωνα µε το θεώρηµα του Green 

[166]: 
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 ( ) ( ), ,
D D

g f
f y z dy g y z dz dydz

y z∂

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫∫�  (6.4.2) 

Εναλλακτικά, η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί πιο συνοπτικά µε χρήση 

διανυσµατικού λογισµού, ως εξής: 

 ( )
D D

d d
∂

⋅ = ∇× ⋅∫ ∫∫F s F a�  (6.4.3) 

Η απλούστερη εφαρµογή του θεωρήµατος του Green είναι ο υπολογισµός του εµβαδού 

µιας επιφάνειας. Όταν η επιφάνεια D  βρίσκεται στα αριστερά καθώς περιγράφεται από την 

καµπύλη D∂ , τότε το εµβαδόν της δίνεται από την σχέση: 

 
1

  
2 D

A x dy y dx
∂

= −∫  (6.4.4) 

Στην περίπτωση που το περίγραµµα D∂  δίνεται παραµετρικά ως ( ) ( )( ),x t y t , τότε το 

εµβαδόν δίνεται από την σχέση: 

 ( )1
  

2
A x y y x dt′ ′= −∫  (6.4.5) 

6.5 Επισκόπηση υφιστάµενου ερευνητικού έργου 

6.5.1 Γενικά 

Όπως αποδεικνύεται από το πλήθος των πρόσφατων εργασιών πάνω στο θέµα, η 

ανάλυση τυχαίων διατοµών µε προσοµοιώµατα ινών έχει συγκεντρώσει το ενδιαφέρον των 

ερευνητών. Ο κυριότερος λόγος είναι ότι πολλές διατοµές που χρησιµοποιούνται ευρέως, 

όπως για παράδειγµα οι διατοµές µορφής «L», δεν είναι συµµετρικές και έτσι η ανάλυσή 

τους δεν είναι τετριµµένη. Με την έλευση των σύγχρονων Η/Υ έγινε δυνατή η ανάλυση των 

εν λόγω διατοµών µε χρήση των προσοµοιωµάτων ινών. Στην συνέχεια παρουσιάζονται οι 

κυριότερες εργασίες πάνω στο θέµα. 
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6.5.2 Rodriguez και Aristizabal-Ochoa (1999, 2001) 

Οι Rodriguez και Aristizabal-Ochoa [156] παρουσίασαν κλειστές λύσεις για τον 

υπολογισµό των συνισταµένων δυνάµεων µε χρήση της µεθόδου ολοκλήρωσης του Gauss. Η 

µέθοδος τους εφαρµόζεται σε πολυγωνικές διατοµές και συνεπώς τυχούσες καµπύλες ακµές 

θα πρέπει να προσοµοιωθούν µε πολυγωνικές γραµµές. 

 

Εικόνα 6.5.1: Ανάλυση τυχαίας διατοµής κατά Rodriguez και Aristizabal-Ochoa [156] 

Για την αναλυτική ολοκλήρωση του πεδίου των τάσεων, η µέθοδος βασίζεται σε 

συγκεκριµένες µορφές διαγραµµάτων τάσεων – παραµορφώσεων των υλικών (Εικόνα 6.5.1). 

Συγκεκριµένα, για το θλιβόµενο σκυρόδεµα γίνεται χρήση µιας παραβολής και µιας ευθείας 

γραµµής ενώ για τον χάλυβα χρησιµοποιείται µια πολυγωνική γραµµή. Ο διαµήκης οπλισµός 

θεωρείται ότι αποτελείται από αδιάστατες ίνες (σηµεία). Για την εύρεση της 

παραµορφωµένης κατάστασης της διατοµής χρησιµοποιείται µια οιονεί-Νευτώνεια (quasi-

Newton) µέθοδος, όπως αυτή παρουσιάστηκε από τους Brondum-Nielsen [147] και Yen 

[172]. 

Οι Rodriguez και Aristizabal-Ochoa, σε µεταγενέστερη εργασία τους [157], βελτίωσαν 

την µέθοδο τους έτσι ώστε να λαµβάνει υπόψη φαινόµενα παραµορφωσιακής κράτυνσης, 

ερπυσµού και συστολής ξήρανσης. 
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6.5.3 Chen et al. (2001) 

Οι Chen et al. [149] χρησιµοποίησαν µια οιονεί-Νευτώνεια µέθοδο για τον υπολογισµό 

της ακριβούς θέσης του ουδέτερου άξονα µιας τυχαίας πολυγωνικής διατοµής. Η µέθοδος 

αυτή είχε χρησιµοποιηθεί προηγουµένως από τους Brondum-Nielsen [147] και Yen [172]. Αν 

και η µέθοδος παρουσιάζει εξαιρετικό ρυθµό σύγκλισης, παρατηρήθηκε ότι δεν συγκλίνει 

πάντα όταν εφαρµόζεται σε διατοµές µε έντονα έκκεντρη θέση οπλισµού και ενδεχοµένως 

δοµικού χάλυβα [149]. Οι Chen et al. πρότειναν την χρήση του πλαστικού κέντρου της 

διατοµής ως αρχή των αξόνων για να αντιµετωπιστεί το ενδεχόµενο µη σύγκλισης του 

αλγορίθµου.  

 

Εικόνα 6.5.2: Ανάλυση τυχαίας διατοµής κατά Chen et al. [149] 

Στην εν λόγω µέθοδο, το διάγραµµα τάσεων – παραµορφώσεων του θλιβόµενου 

σκυροδέµατος αποτελείται από µια παραβολή και µια ευθεία γραµµή ενώ δεν λαµβάνεται 

υπόψη η εφελκυστική αντοχή του σκυροδέµατος (Εικόνα 6.5.2). Ο χάλυβας θεωρείται ότι 

ακολουθεί ένα απλό διγραµµικό διάγραµµα τάσεων – παραµορφώσεων. Με βάση αυτά τα 

στοιχεία, παρουσιάστηκαν αναλυτικές εκφράσεις για την ολοκλήρωση του πεδίου των 

τάσεων σε πολυγωνικό χωρίο αλλά και σε κυκλική διατοµή. Αντίθετα, ο δοµικός χάλυβας 

διακριτοποιείται σε ίνες ενώ ο διαµήκης οπλισµός θεωρείται ότι αποτελείται από αδιάστατες 

ίνες (σηµεία). 
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6.5.4 Fafitis (2001) 

Ο Fafitis [153] παρουσίασε µια µέθοδο για τον υπολογισµό διαγραµµάτων 

αλληλεπίδρασης διατοµών οπλισµένου σκυροδέµατος που υπόκεινται σε διαξονική κάµψη και 

αξονική δύναµη. Η µέθοδος βασίζεται στο θεώρηµα του Green [166] για την ολοκλήρωση 

του πεδίου των τάσεων στην θλιβόµενη περιοχή του σκυροδέµατος. Στην εν λόγω µέθοδο, 

ενδεχόµενα κενά µέσα στην διατοµή συνδέονται µε την εξωτερική περίµετρο µέσω 

φανταστικών τοµών (fictitious cuts) (Εικόνα 6.5.3). 

 

Εικόνα 6.5.3: Ανάλυση τυχαίας διατοµής κατά Fafitis [153] 

Με ολοκλήρωση κατά Gauss µε τρία σηµεία [167], η εν λόγω µέθοδος δίνει ακριβείς 

λύσεις στην περίπτωση που χρησιµοποιούνται πολυώνυµα µέχρι τρίτου βαθµού για την 

περιγραφή της σχέσης τάσεων – παραµορφώσεων των υλικών. Αυτός ο περιορισµός 

ικανοποιείται στην περίπτωση των σχέσεων που χρησιµοποιούνται τόσο στους κανονισµούς 

του Ευρωκώδικα 2 [168] όσο και του American Concrete Institute (ACI) [169].  

Στα πλεονεκτήµατα της µεθόδου περιλαµβάνεται η ιδιαίτερα αποδοτική ολοκλήρωση του 

πεδίου των τάσεων. Σηµειώνεται όµως ότι η ολοκλήρωση αφορά την περίµετρο του 

θλιβόµενου σκυροδέµατος, η οποία εξαρτάται από την τρέχουσα παραµορφωµένη 
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κατάσταση της διατοµής. Έτσι, πριν από κάθε ολοκλήρωση θα πρέπει να καθορίζεται εκ νέου 

η περίµετρος του θλιβόµενου σκυροδέµατος, κάτι το οποίο αυξάνει τον υπολογιστικό φόρτο. 

Επιπλέον σηµειώνεται ότι η µέθοδος εφαρµόζεται σε αυστηρά πολυγωνικές διατοµές ενώ δεν 

αντιµετωπίζονται περιπτώσεις εγκιβωτισµένων διατοµών δοµικού χάλυβα ή πολλαπλών 

επιπέδων περισφιγµένου σκυροδέµατος. Ο διαµήκης οπλισµός θεωρείται ότι αποτελείται από 

αδιάστατες ίνες (σηµεία) µε συγκεκριµένο εµβαδόν. Για να αντιµετωπιστεί το θέµα του 

εµβαδού του διαµήκους οπλισµού που λαµβάνεται υπόψη ως επιφάνεια σκυροδέµατος, η 

αντίστοιχη δύναµη  s cA f  αφαιρείται κατά των υπολογισµό των συνισταµένων δυνάµεων που 

δρουν στην διατοµή. 

6.5.5 Sfakianakis (2002) 

Ο Sfakianakis [159] παρουσίασε µια ιδιαίτερη µέθοδο η οποία χρησιµοποιεί τα γραφικά 

των Η/Υ ως υπολογιστικό εργαλείο. Η διατοµή σχεδιάζεται στην οθόνη ή στην µνήµη του 

Η/Υ και η αναγνώριση των διαφόρων υλικών από τα οποία αποτελείται γίνεται µε βάση το 

χρώµα των εικονοστοιχείων (pixels). Συνεπώς υπάρχει πλήρης ελευθερία στην χρήση µη 

κανονικών διατοµών, εγκιβωτισµένων διατοµών δοµικού χάλυβα, οπών, πολλαπλών 

στρώσεων σκυροδέµατος µε διαφορετικά επίπεδα περίσφιγξης κ.λ.π.  

Η σχεδίαση στην µνήµη του Η/Υ µπορεί να γίνει µε βάση ρουτίνες που παρέχουν τα 

σύγχρονα λειτουργικά συστήµατα µε γραφικό περιβάλλον, όπως το Windows Application 

Programming Interface (API) των Microsoft Windows®. Καθορίζεται ένα πλέγµα (grid) 

εικονοστοιχείων συγκεκριµένων διαστάσεων το οποίο αποτελεί ένα «καµβά». Επίσης 

καθορίζονται γραφικά αντικείµενα όπως «µολύβι», «πινέλο» κ.α. µε διάφορα χρώµατα και 

πάχη γραµµής. Η σχεδίαση πραγµατοποιείται µε επιλογή του κατάλληλου γραφικού 

αντικειµένου στον «καµβά» και εφαρµογή µεθόδων όπως «σχεδίαση γραµµής από σηµείο 

X1, Y1 σε σηµείο X2, Y2» ή «σχεδίαση κύκλου µε κέντρο X1, Y1 και ακτίνα D1». Με αυτό 

τον τρόπο είναι δυνατή η σχεδίαση τυχαίων διατοµών (Εικόνα 6.5.4). 
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Εικόνα 6.5.4: Σχεδίαση τυχαίας διατοµής κατά Sfakianakis [159] 

Το κύριο µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι οι διαστάσεις του πλέγµατος που 

απαιτούνται για να επιτευχθεί κάποια συγκεκριµένη ακρίβεια δεν είναι γνωστή εκ των 

προτέρων. Επιπλέον, τα εικονοστοιχεία έχουν τετράγωνη µορφή η οποία δεν µπορεί να 

προσοµοιάσει επαρκώς καµπύλες γραµµές. Αυτό το µειονέκτηµα µπορεί να αντισταθµιστεί σε 

κάποιο βαθµό, µε χρήση κατάλληλα διορθωµένου εµβαδού για τα τετραγωνικά 

εικονοστοιχεία που αναπαριστούν τον διαµήκη οπλισµό. Επιπλέον, στον αλγόριθµο γίνεται εκ 

των προτέρων η υπόθεση ότι η αστοχία της διατοµής οφείλεται στο σκυρόδεµα, το οποίο 

φτάνει την µέγιστη επιτρεπόµενη θλιπτική παραµόρφωση 
cuε . Με αυτόν τον τρόπο 

επιταχύνεται η εύρεση της µέγιστης αντοχής της διατοµής. Η υπόθεση αυτή συνήθως 

επαληθεύεται σε κανονικά οπλισµένες διατοµές, όµως υποβαθµίζει την γενικότητα του 

αλγορίθµου. Επιπλέον, δεν είναι δυνατός ο υπολογισµός των ενδιάµεσων παραµορφωµένων 

καταστάσεων, δηλαδή του διαγράµµατος ροπών – καµπυλοτήτων. 

6.5.6 Bonet et al. (2004) 

Οι Bonet et al. [146] παρουσίασαν έναν αλγόριθµο ολοκλήρωσης του πεδίου των τάσεων 

που βασίζεται την κατάτµηση της διατοµής σε στρώσεις (thick layers). Οι στρώσεις είναι 

τετράπλευρα τα οποία στην συνέχεια αναλύονται κατά ισοδύναµο τρόπο σε άλλα πλήρη ή 

κενά ορθογώνια παραλληλόγραµµα ή τρίγωνα (Εικόνα 6.5.5).  
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Εικόνα 6.5.5: Ανάλυση διατοµής σε στρώσεις κατά Bonet et al. [146] 

Γίνεται διάκριση µεταξύ δύο ειδών πεδίων τάσεων: το κυλινδρικό πεδίο, στο οποίο η 

τάση είναι οµοιόµορφη κατά µια διεύθυνση, καθώς και το µη κυλινδρικό. Σε κάθε περίπτωση, 

η µέθοδος εφαρµόζεται σε αυστηρά πολυγωνικές διατοµές. Για την ολοκλήρωση του πεδίου 

των τάσεων γίνεται χρήση της αριθµητικής µεθόδου Gauss-Legendre. Έτσι, η ακρίβεια των 

αποτελεσµάτων εξαρτάται από το πλήθος των σηµείων Gauss που λαµβάνονται υπόψη 

στους υπολογισµούς. Τέλος, έγινε σύγκριση της απόδοσης των αλγορίθµων σε σχέση µε την 

µέθοδο του Fafitis [153].  

6.5.7 Zupan και Saje (2005) 

Οι Zupan και Saje [161] χρησιµοποίησαν το θεώρηµα του Green [166] για την 

ολοκλήρωση του πεδίου των τάσεων µιας πολυγωνικής διατοµής. Χρησιµοποίησαν 

συγκεκριµένες αναλυτικές εκφράσεις για τα διαγράµµατα τάσεων – παραµορφώσεων των 

υλικών. Στην συνέχεια, συνέκριναν την απόδοση του αλγορίθµου µε χρήση τόσο αναλυτικών 

όσο και αριθµητικών µεθόδων ολοκλήρωσης του πεδίου των τάσεων. Το συµπέρασµα της 

σύγκρισης αυτής είναι ότι, σε συγκεκριµένες περιπτώσεις, επαρκώς ακριβείς αριθµητικές 

µέθοδοι µπορεί να απαιτούν ως τρεις φορές περισσότερους υπολογισµούς σε σχέση µε 

αναλυτικές µεθόδους. Επιπλέον, αριθµητικές µέθοδοι ολοκλήρωσης χαµηλού βαθµού µπορεί 

να δώσουν αποτελέσµατα µε ανεπίτρεπτα µεγάλο σφάλµα.  
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6.5.8 Sousa και Muniz (2007) 

Οι Sousa και Muniz [162] επίσης παρουσίασαν µια µέθοδο η οποία χρησιµοποιεί το 

θεώρηµα του Green [166]. Η µέθοδός τους εφαρµόζεται σε πολυγωνικές διατοµές και 

χρησιµοποιεί πολλαπλές πολυωνυµικές εκφράσεις για την σχέση τάσης – παραµόρφωσης 

των υλικών (Εικόνα 6.5.6). 

 

Εικόνα 6.5.6: Ανάλυση διατοµής κατά Sousa και Muniz [162] 

Η εν λόγω µέθοδος εφαρµόζεται σε αυστηρά πολυγωνικές διατοµές ενώ γίνεται η 

θεώρηση ότι ο διαµήκης οπλισµός αποτελείται από αδιάστατες ίνες (σηµεία). 

6.5.9 Rosati et al. (2008) 

Οι Rosati et al. [165], βασιζόµενοι σε παλαιότερη εργασία των De Vivo και Rosati [164], 

παρουσίασαν µια οµάδα αλγορίθµων για τον υπολογισµό της µέγιστης αντοχής τυχαίων 

πολυγωνικών ή κυκλικών διατοµών οπλισµένου σκυροδέµατος, οι οποίες υπόκεινται σε 

διαξονική κάµψη και αξονική δύναµη. Οι αλγόριθµοι βασίζονται σε µεθόδους τέµνουσας 

(secant methods) για τον υπολογισµό του µητρώου δυσκαµψίας που χρησιµοποιείται στην 
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επαναληπτική µέθοδο για την επίτευξη ισορροπίας. Η διατοµή αναλύεται σε επιµέρους χωρία 

τα οποία λαµβάνονται υπόψη µε θετικό ή αρνητικό πρόσηµο (Εικόνα 6.5.7). 

 

Εικόνα 6.5.7: Ανάλυση διατοµής κατά Rosati et al. [165] 

Στην εν λόγω µέθοδο, το διάγραµµα τάσεων – παραµορφώσεων του θλιβόµενου 

σκυροδέµατος αποτελείται από µια παραβολή και µια οριζόντια ευθεία γραµµή ενώ ο 

χάλυβας θεωρείται ότι ακολουθεί ελαστική – απολύτως πλαστική συµπεριφορά. 

6.5.10 Επιπλέον αναφορές 

Στην βιβλιογραφία υπάρχει ένα πλήθος παλαιότερων ή νεώτερων άρθρων που 

συνδυάζουν ή υλοποιούν κάποιες από τις µεθόδους που προαναφέρθηκαν. Στην συνέχεια, 

παρατίθενται εν συντοµία τα βασικά χαρακτηριστικά των άρθρων αυτών. 

Ο Rotter (1985) [158] επικεντρώθηκε στην κατασκευή διαγραµµάτων ροπών – 

καµπυλοτήτων εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Green [166]. 

Οι Kwan και Liauw (1985) [154] ανέλυσαν τυχαίες διατοµές µε χρήση του θεωρήµατος 

του Green [166] και συγκεκριµένες ιδιότητες υλικών. Υλοποίησαν µια επαναληπτική µέθοδο 

για να καθορίσουν την παραµορφωµένη κατάσταση της διατοµής που βρίσκεται σε 
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ισορροπία µε τα εξωτερικά φορτία. Ενδεχόµενες οπές στην διατοµή αντιµετωπίστηκαν µε 

φανταστικές τοµές που ενώνουν το εξωτερικό περίγραµµα µε τα εσωτερικά περιγράµµατα 

των οπών. 

Οι Tsao και Hsu (1993) [160] ανέλυσαν υποστυλώµατα µορφής «L» σε διαξονική κάµψη 

µε ταυτόχρονη αξονική δύναµη. Χρησιµοποίησαν την µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών 

για να υπολογίσουν τις µετατοπίσεις που ικανοποιούν τις εξισώσεις ισορροπίας. Επίσης, 

πραγµατοποίησαν µια σειρά πειραµάτων και βρήκαν ικανοποιητική συµφωνία µε τις 

θεωρητικές αναλύσεις σε µονοτονική φόρτιση. 

Οι Dundar και Sahin (1993) [152] επίσης χρησιµοποίησαν το θεώρηµα του Green [166] 

και την µέθοδο Newton-Raphson για να επιτύχουν σύγκλιση. 

Ο Parche (2000) [173] εφάρµοσε πλήρη διακριτοποίηση της διατοµής σε ίνες και 

εφάρµοσε µονοαξονικές σχέσεις τάσεων – παραµορφώσεων σε κάθε µία από αυτές. Τα 

αριθµητικά αποτελέσµατα παρουσίασαν καλή συµφωνία µε τα πειραµατικά δεδοµένα τόσο 

σε µονοτονική όσο και σε ανακυκλιζόµενη φόρτιση. 

Όµοια, οι Kim και Lee (2000) [174] προχώρησαν σε πλήρη διακριτοποίηση της διατοµής 

σε ίνες. Επιπλέον, προχώρησαν σε διεξαγωγή πειραµάτων µε 16 δοκίµια τετραγωνικής και 

ορθογωνικής διατοµής. Η διαξονική κάµψη επιτεύχθηκε µε έκκεντρη αξονική φόρτιση των 

δοκιµίων. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα παρουσίασαν καλή συµφωνία µε τα πειραµατικά 

δεδοµένα. 

Οι Bonet et al. (2006) [163] παρουσίασαν µια µέθοδο υπολογισµού διαγραµµάτων 

αλληλεπίδρασης ορθογωνικών και κυκλικών διατοµών οπλισµένου σκυροδέµατος. Επιπλέον, 

συνέκριναν την απόδοση του αλγορίθµου µε χρήση τόσο αναλυτικών όσο και αριθµητικών 

µεθόδων ολοκλήρωσης. 

6.6 Μειονεκτήµατα υφιστάµενων µεθόδων 

Συνολικά, οι υφιστάµενες µέθοδοι παρουσιάζουν συγκεκριµένα µειονεκτήµατα τα οποία 

συνοψίζονται ως εξής: 
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o Σχεδόν όλοι οι αλγόριθµοι χρησιµοποιούν µια συγκεκριµένη µορφή διαγραµµάτων τάσης 

– παραµόρφωσης των υλικών. 

o Σχεδόν όλοι οι αλγόριθµοι έχουν εφαρµογή σε πολυγωνικές διατοµές. Λίγες µέθοδοι 

αντιµετωπίζουν κυκλικές διατοµές µε αναλυτικές σχέσεις [149], [163].  

o Πολλοί αλγόριθµοι χρησιµοποιούν το θεώρηµα του Green [166] για την µετατροπή των 

επιφανειακών ολοκληρωµάτων σε επικαµπύλια, π.χ. [158], [153], [161], [162]. Αν και η 

µέθοδος είναι γρήγορη, οι διάφορες υποπεριοχές της διατοµής, όπως για παράδειγµα η 

µη ρηγµατωµένη περιοχή του σκυροδέµατος πρέπει να υπολογίζονται εκ νέου πριν από 

κάθε ολοκλήρωση του πεδίου των τάσεων. 

o Κάποιοι αλγόριθµοι χρησιµοποιούν µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης του πεδίου των 

τάσεων για τις οποίες απαιτείται έλεγχος της ακρίβειας των αποτελεσµάτων. Μελέτες 

υποδεικνύουν ότι επαρκώς ακριβείς αριθµητικές µέθοδοι µπορεί να είναι τρεις φορές πιο 

αργές σε σχέση µε αναλυτικές µεθόδους, ενώ ένας χαµηλός βαθµός αριθµητικής 

ολοκλήρωσης µπορεί να δώσει ανεπίτρεπτα µεγάλα λάθη [161]. Το σηµαντικότερο όµως 

είναι ότι ο απαιτούµενος βαθµός αριθµητικής ολοκλήρωσης για να επιτευχθεί ένα 

δεδοµένο επίπεδο ακρίβειας δεν είναι γνωστός εκ των προτέρων. 

o Στις περισσότερες περιπτώσεις, οι ράβδοι του διαµήκους οπλισµού αντιµετωπίζονται ως 

µεµονωµένες αδιάστατες ίνες και συνεπώς το εµβαδόν τους θεωρείται ότι 

καταλαµβάνεται από σκυρόδεµα. Το ίδιο πρόβληµα παρουσιάζεται και στην περίπτωση 

εγκιβωτισµένων διατοµών χάλυβα. 

o Μερικοί αλγόριθµοι είναι ευαίσθητοι στην επιλογή της αρχής των αξόνων και µπορεί να 

µην συγκλίνουν, ιδιαίτερα στην περίπτωση µεγάλων θλιπτικών φορτίων [147], [172]. 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε µια νέα µέθοδος η οποία αντιµετωπίζει 

κατά ενιαίο τρόπο όλα τα προαναφερθέντα θέµατα. Η µέθοδος χρησιµοποιεί ακριβή 

αναπαράσταση τυχαίων διατοµών µε ευθείες ή καµπύλες ακµές ενώ η ολοκλήρωση του 
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πεδίου των τάσεων γίνεται µε αναλυτικό τρόπο. Τέλος, η υλοποίηση έγινε σε ένα πλήρως 

γραφικό περιβάλλον µε έµφαση στην σταθερότητα και την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. 

6.7 Προτεινόµενη νέα µέθοδος 

6.7.1 Περιγραφή του προβλήµατος 

Θεωρούµε ένα πρισµατικό µέλος του οποίου η συµπεριφορά είναι συµβατή µε την 

υπόθεση Bernoulli-Euler, σύµφωνα µε την οποία οι διατοµές παραµένουν επίπεδες µετά την 

παραµόρφωση. Συνεπώς, θεωρείται ότι δεν υπάρχει σχετική ολίσθηση µεταξύ των διαφόρων 

υλικών. Η διατοµή του µέλους έχει τυχαία µορφή και µπορεί να αποτελείται από διάφορα 

υλικά, διαµήκη οπλισµό, εγκιβωτισµένες διατοµές χάλυβα, οπές κ.λ.π. (Εικόνα 6.7.1). 

Επιπλέον, µπορούν να καθοριστούν και περιοχές σκυροδέµατος µε διαφορετικά επίπεδα 

περίσφιγξης. 

 

Εικόνα 6.7.1: Τυχαία διατοµή υπό εξέταση 

Τα προβλήµατα που αντιµετωπίζονται από την προτεινόµενη µέθοδο είναι: 
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1) Ο υπολογισµός του πλήρους διαγράµµατος ροπών – καµπυλοτήτων, 

2) Ο υπολογισµός της µέγιστης αντοχής της διατοµής, ο οποίος περιλαµβάνει την 

κατασκευή τόσο διαγραµµάτων αλληλεπίδρασης όσο και επιφανειών αστοχίας, 

3) Ο καθορισµός της παραµορφωµένης κατάστασης της διατοµής υπό δεδοµένα εξωτερικά 

φορτία. 

6.7.2 Μέγιστη αντοχή 

Από φυσικής άποψης, η µέγιστη αντοχή µιας διατοµής επιτυγχάνεται όταν επιπλέον 

επιβαλλόµενη παραµόρφωση οδηγεί σε µειωµένη απόκριση. Η επιφάνεια αστοχίας µιας 

διατοµής µπορεί να ορισθεί ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του τρισδιάστατου χώρου 

των συνισταµένων δυνάµεων που αντιστοιχούν σε µέγιστη αντοχή [159]. Η επιφάνεια 

αστοχίας είναι µια κλειστή επιφάνεια η οποία εξαρτάται από την γεωµετρία της διατοµής και 

τα διαγράµµατα τάσεων – παραµορφώσεων των υλικών [164]. Συνεπώς, δεν µπορεί να 

περιγραφεί από αναλυτικές σχέσεις (παρά µόνο προσεγγιστικά, π.χ. [171]) και θα πρέπει να 

κατασκευαστεί σηµείο προς σηµείο. 

Πέραν της επιφάνειας αστοχίας, µπορεί να οριστεί και η συµβατική επιφάνεια αστοχίας. 

Γενικά, η επιφάνεια αυτή έχει την ίδια µορφή µε την επιφάνεια αστοχίας άλλα είναι 

µικρότερη σε µέγεθος [159] και κατασκευάζεται µε υπολογισµό σηµείων που αντιστοιχούν 

σε συµβατική µέγιστη αντοχή. Σε αυτή την περίπτωση, η συµβατική αστοχία επιτυγχάνεται 

όταν κάποιο από τα υλικά της διατοµής φτάσει κάποια προκαθορισµένη µέγιστη θλιπτική ή 

εφελκυστική παραµόρφωση. 

Οι προαναφερθείσες επιφάνειες αστοχίας χρησιµοποιούνται συχνά χωρίς διάκριση και οι 

περισσότεροι αλγόριθµοι υπολογίζουν την συµβατική επιφάνεια αστοχίας. Επιπλέον, σε 

µερικούς αλγορίθµους γίνεται εκ των προτέρων η υπόθεση ότι η αστοχία οφείλεται στο 

θλιβόµενο σκυρόδεµα, το οποίο φτάνει µια προκαθορισµένη τιµή παραµόρφωσης cuε  [149], 

[159]. Είναι όµως σαφές ότι η συµβατική αστοχία της διατοµής µπορεί να συµβεί και λόγω 

του χάλυβα του διαµήκους οπλισµού. Εξ’ άλλου, η µέγιστη αντοχή µιας διατοµής είναι 
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δυνατόν να επιτευχθεί πριν την συµβατική αστοχία και όχι το αντίστροφο. Αυτό µπορεί να 

συµβεί όταν κάποιος θεωρήσει διαγράµµατα τάσεων – παραµορφώσεων µε έντονη 

παραµορφωσιακή χαλάρωση, όπως στην περίπτωση µη περισφιγµένου σκυροδέµατος ή 

διαµήκους οπλισµού που είναι επιρρεπής σε λυγισµό λόγω ανεπαρκών συνδετήρων. Γενικά 

πάντως, η συµβατική αστοχία συµβαίνει πριν την επίτευξη της µέγιστης αντοχής της 

διατοµής όταν χρησιµοποιούνται τα συνήθη διαγράµµατα τάσεων – παραµορφώσεων που 

υποδεικνύουν οι κανονισµοί όπως ο Ευρωκώδικας 2 [168] ή ο ACI [169].  

Σε κάθε περίπτωση πάντως, η προτεινόµενη µέθοδος υπολογίζει την µέγιστη αντοχή µε 

βάση τα πλήρη διαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων. Έτσι, ως µέγιστη αντοχή λαµβάνεται η 

δυσµενέστερη εκ της συµβατικής και πραγµατικής µέγιστης αντοχής, ενώ µε χρήση 

εξειδικευµένων τεχνικών επιτυγχάνεται η ελαχιστοποίηση του υπολογιστικού κόστους. 

6.7.3 Μέθοδοι υπολογισµού της επιφάνειας αστοχίας 

Στην πράξη, η επιφάνεια αστοχίας µια διατοµής µπορεί να κατασκευαστεί µε τέσσερις 

κύριες µεθόδους: 

1) Με πολλαπλά διαγράµµατα αλληλεπίδρασης για δεδοµένο λόγο καµπτικών ροπών 

Y ZM M , 

2) Με πολλαπλά διαγράµµατα αλληλεπίδρασης για δεδοµένο αξονικό φορτίο XN , 

3) Με πολλαπλά σηµεία που προκύπτουν µε επέκταση τυχαίων ευθειών στον τρισδιάστατο 

χώρο των συνισταµένων δυνάµεων, 

4) Με πολλαπλές ισογωνικές τρισδιάστατες καµπύλες που προκύπτουν για δεδοµένη 

διεύθυνση ουδέτερου άξονα θ . 

Οι παραπάνω µέθοδοι παρουσιάζονται γραφικά στην Εικόνα 6.7.2. Στις πρώτες δύο 

περιπτώσεις, η ακριβής θέση του ουδέτερου άξονα καθορίζεται από δύο παραµέτρους, για 

παράδειγµα από την διεύθυνση του ουδέτερου άξονα θ  και το βάθος της θλιβόµενης ζώνης 

nd . Με αυτό τον τρόπο προκύπτουν τρεις συζευγµένες µη γραµµικές εξισώσεις ισορροπίας, 
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για την επίλυση των οποίων απαιτείται µια επαναληπτική διαδικασία, όπως για παράδειγµα η 

οιονεί – Νευτώνεια µέθοδος που προτάθηκε από τον Yen [172]. Τέτοιου τύπου αλγόριθµοι 

δεν είναι εύκολα υλοποιήσιµοι και, σε µερικές περιπτώσεις, είναι ευαίσθητοι στην επιλογή 

του σηµείου της αρχής των αξόνων αναφοράς. Ως αποτέλεσµα, ενδέχεται να παρουσιάσουν 

αστάθειες στην περίπτωση µεγάλων θλιπτικών αξονικών φορτίων [149]. Εξ’ άλλου, η τρίτη 

µέθοδος χρησιµοποιεί επαναληπτικές µεθόδους τύπου τέµνουσας (secant methods) για την 

επίλυση του µη γραµµικού συστήµατος των εξισώσεων ισορροπίας [164]. 

 

Εικόνα 6.7.2: Μέθοδοι υπολογισµού της επιφάνειας αστοχίας 

Από την άλλη πλευρά, η τέταρτη µέθοδος των ισογωνικών καµπύλων, η οποία 

χρησιµοποιείται στον προτεινόµενο αλγόριθµο, είναι πιο άµεση και σταθερή. Ο λόγος είναι 

ότι µία εκ των παραµέτρων που καθορίζουν την παραµορφωµένη κατάσταση της διατοµής, 

ήτοι η διεύθυνση του ουδέτερου άξονα, επιλέγεται εξ’ αρχής από τον αλγόριθµο και 

παραµένει σταθερή καθ’ όλη την διαδικασία κατασκευής του διαγράµµατος ροπών – 

καµπυλοτήτων. Ως συνέπεια της µείωσης των παραµέτρων, απαιτείται η ύπαρξη µιας 

δευτερεύουσας καµπτικής ροπής ώστε να προκύψει η δεδοµένη παραµορφωµένη κατάσταση 

της διατοµής. Με την εξαίρεση ειδικών περιπτώσεων συµµετρικών διατοµών, αυτή η 

δευτερεύουσα καµπτική ροπή είναι µη µηδενική. Έτσι, τα σηµεία στην επιφάνεια αστοχίας 
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ακολουθούν µια τρισδιάστατη καµπύλη γραµµή που δεν ανήκει σε κάποιο επίπεδο (Εικόνα 

6.7.2). 

6.7.4 Παραµορφωµένη κατάσταση 

Για την ανάλυση µιας τυχαίας διατοµής σε δεδοµένη παραµορφωµένη κατάσταση 

απαιτείται να είναι γνωστό το πεδίο των παραµορφώσεων. Για τις περισσότερες περιπτώσεις 

πρακτικού ενδιαφέροντος, η υπόθεση Bernoulli – Euler είναι αποδεκτή [164]. Απαιτούνται 

τρεις παράµετροι για τον καθορισµό του επιπέδου της παραµορφωµένης διατοµής και, 

συνεπώς, το πεδίο των παραµορφώσεων µπορεί να περιγραφεί από σηµεία σε έναν 

τρισδιάστατο χώρο. Με εφαρµογή των νόµων τάσεων – παραµορφώσεων των διαφόρων 

υλικών, το πεδίο των παραµορφώσεων µετασχηµατίζεται στο αντίστοιχο πεδίο τάσεων. Με 

ολοκλήρωση του πεδίου των τάσεων πάνω στην επιφάνεια της διατοµής προκύπτουν οι 

συνιστάµενες δυνάµεις ( ), ,X Yc ZcN M M . 

Στην προτεινόµενη µέθοδο, οι τρεις παράµετροι που καθορίζουν το επίπεδο της 

παραµορφωµένης διατοµής είναι οι εξής (Εικόνα 6.7.3): 

1) Η διεύθυνση του ουδέτερου άξονα θ , 

2) Η καµπυλότητα ϕ , 

3) Η παραµόρφωση 0ε  που αντιστοιχεί στην αρχή των αξόνων. 
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Εικόνα 6.7.3: Καθορισµός παραµορφωµένης κατάστασης  

Σηµειώνεται ότι η καµπυλότητα ϕ  ορίζεται µε µονάδες µήκους-1 ενώ η διεύθυνση του 

ουδέτερου άξονα θ  ορίζεται ως γωνία. Επιπλέον, θεωρείται ότι ο άξονας X  είναι 

παράλληλος µε τον διαµήκη άξονα του µέλους, ενώ οι άξονες cY  και cZ  καθορίζουν το 

επίπεδο της διατοµής. Ως αρχή των αξόνων µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιοδήποτε σηµείο. 

Στην προτεινόµενη µέθοδο, η διεύθυνση του ουδέτερου άξονα παραµένει σταθερή καθ’ 

όλη την κατασκευή του διαγράµµατος ροπών – καµπυλοτήτων. Συνεπώς, διευκολύνει 

ιδιαίτερα η έκφραση όλων των συντεταγµένων σε ένα νέο σύστηµα αναφοράς XYZ , το 

οποίο προκύπτει µε περιστροφή του c cXY Z  κατά θ . Η περιστροφή πραγµατοποιείται 

αντίστροφα από την φορά των δεικτών του ρολογιού. Έτσι, οι συντεταγµένες στο νέο 

σύστηµα αναφοράς προκύπτουν µε βάση την παρακάτω σχέση: 

 
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

c

c

yy

zz

θ θ
θ θ

    
=      −    

 (6.7.1) 

Με αυτόν τον τρόπο, η παραµόρφωση σε κάποιο σηµείο της διατοµής είναι συνάρτηση 

µόνο της συντεταγµένης z : 

 ( ) 0
 z zε ε ϕ= +  (6.7.2) 
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Έτσι, για δεδοµένη καµπυλότητα 0ϕ ≠  και παραµόρφωση 0ε , ο ουδέτερος άξονας είναι 

παράλληλος στον άξονα Y  και έχει εξίσωση: 

 0naz ε ϕ= −  (6.7.3) 

6.7.5 Ιδιότητες των υλικών 

Στην προτεινόµενη µέθοδο, οι νόµοι τάσης – παραµόρφωσης των υλικών αποτελούνται 

από οποιοδήποτε πλήθος και συνδυασµό συνεχόµενων τµηµάτων. Κάθε τµήµα περιγράφεται 

από κάποιο πολυώνυµο τρίτου βαθµού. Η χρήση κυβικών πολυωνύµων δεν είναι δεσµευτική, 

όµως είναι επαρκής για κάθε πρακτική εφαρµογή. Η χρήση πολυωνύµων µεγαλύτερου 

βαθµού συνεπάγεται µεγαλύτερη πολυπλοκότητα στις αναλυτικές εκφράσεις ολοκλήρωσης 

του πεδίου των τάσεων. 

Σε αλγοριθµικό επίπεδο, κάθε πολυωνυµικό τµήµα του διαγράµµατος τάσεων – 

παραµορφώσεων καθορίζεται µε προσαρµογή κατάλληλου πλήθους συνεχόµενων σηµείων, 

όπως για παράδειγµα στην Εικόνα 6.7.4α όπου ένα κυβικό πολυώνυµο προκύπτει αυτόµατα 

µε βάση τέσσερα συνεχόµενα δοθέντα σηµεία.  

τάση

παραµόρφωση

κυβική

γραµµική

τάση

παραµόρφωση

γραµµική

παραβολική

(α) (β)

 

Εικόνα 6.7.4: Παράδειγµα σχέσης τάσης – παραµόρφωσης (α) σκυροδέµατος (β) χάλυβα 
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6.7.6 Περιγραφή τυχαίας διατοµής 

Η διατοµή µπορεί να αποτελείται από διάφορα υλικά, διαµήκη οπλισµό, εγκιβωτισµένες 

διατοµές χάλυβα, οπές κ.λ.π. Για την περιγραφή της διατοµής χρησιµοποιείται µόνον ένα 

γραφικό αντικείµενο, ήτοι το καµπυλόγραµµο πολύγωνο. Το καµπυλόγραµµο πολύγωνο είναι 

ένα πολύγωνο του οποίου οι ακµές µπορεί να είναι ευθείες γραµµές ή τόξα κύκλου ή 

οποιοσδήποτε συνδυασµός αυτών. Τα καµπυλόγραµµα πολύγωνα (στο εξής απλά πολύγωνα) 

µπορεί να είναι κυρτά ή µη κυρτά, αλλά για τις ανάγκες της παρούσας διατριβής υποθέτουµε 

ότι αποτελούν απλά χωρία, δηλαδή οι ακµές τους δεν τέµνονται σε σηµεία εκτός των 

κορυφών τους ενώ κάθε κορυφή ανήκει σε ακριβώς δύο ακµές. Οι κύκλοι αντιµετωπίζονται 

ως πολύγωνα µε δύο κορυφές και δύο ηµικυκλικές ακµές. Σηµειώνεται ότι ακόµη και µικρά 

σε µέγεθος χωρία, όπως είναι τυπικά οι διατοµές του διαµήκους οπλισµού, αντιµετωπίζονται 

ως πλήρη γραφικά αντικείµενα και όχι ως αδιάστατες ίνες.  

 

m

1
2

3

4

5

6 - 22 

23 - 41

οπή

 

Αντικεί
-µενα 

Πλήθος  
κόµβων 

«Προστιθέµενο» 
υλικό 

«Αφαιρούµενο» 
υλικό 

1 5 
Μη περισφιγµένο  
(εξ.) σκυρόδεµα 

Κανένα 

2 5 
Περισφιγµένο 

(εσ.) σκυρόδεµα 
Μη περισφιγµένο 
(εξ.) σκυρόδεµα 

3 16 
∆ιατοµή χάλυβα 

HEB 
Περισφιγµένο 

(εσ.) σκυρόδεµα 

4 2 Κανένα (οπή) 
∆ιατοµή χάλυβα 

RHS 

5 2 
∆ιατοµή χάλυβα 

RHS 
Περισφιγµένο 

(εσ.) σκυρόδεµα 

6 - 22 2 
∆ιαµήκης 
οπλισµός 

Περισφιγµένο  
(εσ.) σκυρόδεµα 

23 - 41 2 
∆ιαµήκης 
οπλισµός 

Μη περισφιγµένο 
(εξ.) σκυρόδεµα 

 

Εικόνα 6.7.5: Παράδειγµα ιεραρχικής ανάλυσης πολυγώνων τυχαίας διατοµής 

Για να µειωθεί το υπολογιστικό κόστος, κάθε πολύγωνο αντιµετωπίζεται ανεξάρτητα. Η 

ανάλυση γίνεται ιεραρχικά, µε σειρά από το εξωτερικό πολύγωνο προς το εσωτερικό. Σε 

κάθε πολύγωνο αντιστοιχούν δύο υλικά, ήτοι το «προστιθέµενο» υλικό το οποίο βρίσκεται 
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στο προσκήνιο και το «αφαιρούµενο» υλικό το οποίο βρίσκεται στο παρασκήνιο. Κατά την 

ολοκλήρωση του πεδίου των τάσεων το «προστιθέµενο» υλικό λαµβάνεται υπόψη µε θετικό 

πρόσηµο ενώ το «αφαιρούµενο» υλικό λαµβάνεται υπόψη µε αρνητικό πρόσηµο. Αυτή η 

µεθοδολογία µειώνει σηµαντικά το υπολογιστικό κόστος, σε αντίθεση µε την χρήση 

«φανταστικών τοµών» που ενώνουν τα εξωτερικά πολύγωνα (τα οποία διατρέχονται κατά 

µια φορά) µε τα εσωτερικά πολύγωνα (τα οποία διατρέχονται κατά την αντίθετη φορά), 

όπως για παράδειγµα στην εργασία του Fafitis [153]. Με την προτεινόµενη µέθοδο, µπορεί 

να περιγραφεί επακριβώς πρακτικά οποιαδήποτε διατοµή, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.7.5. 

6.7.7 Κατάτµηση πολυγώνων σε καµπυλόγραµµα τραπέζια 

Η επόµενη φάση της ανάλυσης είναι γεωµετρικής φύσης και αφορά την κατάτµηση των 

πολυγώνων σε καµπυλόγραµµα τραπέζια. Η «άνω» και «κάτω» ακµή των καµπυλόγραµµων 

τραπεζίων (στο εξής απλά τραπεζίων) είναι ευθείες γραµµές παράλληλες µε τον άξονα Y  

(και συνεπώς παράλληλες και µε τον ουδέτερο άξονα) ενώ η «δεξιά» και «αριστερή» ακµή 

µπορεί να είναι ευθείες γραµµές ή τόξα κύκλου. Κάθε πολύγωνο αναλύεται πλήρως σε 

τραπέζια µε χρήση ενός αλγορίθµου τύπου διαίρει-και-βασίλευε (divide-and-conquer). Το 

πολύγωνο χωρίζεται σε δύο τµήµατα από µια ευθεία γραµµή παράλληλη µε τον άξονα Y  

που διέρχεται από κάποια κορυφή. Η διαδικασία αυτή εφαρµόζεται σε κάθε προκύπτον 

πολύγωνο, έως ότου όλα να µετατραπούν σε τραπέζια. Αυτή η διαδικασία απαιτείται να 

εφαρµοστεί µόνο µια φορά για κάθε επιλεγµένη διεύθυνση του ουδέτερου άξονα θ .  

Στην Εικόνα 6.7.6 φαίνεται ένα παράδειγµα κατάτµησης µιας διατοµής χάλυβα καθώς και 

µερικά από τα προκύπτοντα τραπέζια. Σηµειώνεται ότι η διατοµή του χάλυβα περιγράφεται 

επακριβώς µε χρήση ενός καµπυλόγραµµου 16-γώνου. 
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Εικόνα 6.7.6: Παράδειγµα κατάτµησης διατοµής χάλυβα σε καµπυλόγραµµα τραπέζια 

6.7.8 Βασικά επιφανειακά ολοκληρώµατα 

Για κάθε τραπέζιο υπολογίζεται µια σειρά από βασικά επιφανειακά ολοκληρώµατα. Τα 

ολοκληρώµατα είναι της µορφής  m ny z  όπου m , n  είναι συγκεκριµένοι φυσικοί αριθµοί, ως 

εξής: 

 ( ) ( ),

 

 j m n

m n

j

I y z dydz
τραπεζιο

= ∫∫  (6.7.4) 

Η ολοκλήρωση γίνεται µε χρήση αναλυτικών σχέσεων οι οποίες παρατίθενται στο 

Παράρτηµα D. Οι σχέσεις είναι απλές στην περίπτωση που οι πλαϊνές ακµές είναι ευθείες 

γραµµές και γίνονται πολύπλοκες µόνον όταν αυτές είναι τόξα κύκλου. Τα ολοκληρώµατα 

απαιτείται να υπολογιστούν µόνον µια φορά, καθώς είναι ανεξάρτητα της παραµορφωµένης 

κατάστασης της διατοµής. Αυτό επιτρέπει την πολύ γρήγορη ολοκλήρωση του πεδίου των 

τάσεων για µεταβαλλόµενες τιµές της καµπυλότητας ϕ  και της παραµόρφωσης 
0ε , όπως 

περιγράφεται στην συνέχεια. 
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6.7.9 Υπολογισµός συνισταµένων δυνάµεων 

Ο υπολογισµός των συνισταµένων δυνάµεων πραγµατοποιείται µε ολοκλήρωση του 

πεδίου των τάσεων. Αυτό αντιστοιχεί σε µια συγκεκριµένη παραµορφωµένη κατάσταση της 

διατοµής, η οποία µε την σειρά της καθορίζεται από δεδοµένες τιµές των παραµέτρων θ , ϕ  

και 0ε .  

Στην γενική περίπτωση, θεωρείται ότι το τµήµα του διαγράµµατος τάσεων – 

παραµορφώσεων το οποίο αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο τραπέζιο είναι ένα κυβικό 

πολυώνυµο: 

 ( ) ( )
3

0

 i

i

i

aσ ε ε
=

=∑  (6.7.5) 

όπου, οι συντελεστές ia  είναι γνωστοί από τις ιδιότητες του υλικού. Αν το τραπέζιο 

περιέχει σηµείο αλλαγής µεταξύ τµηµάτων του διαγράµµατος τάσεων – παραµορφώσεων, 

τότε το τραπέζιο χωρίζεται κατάλληλα στα δύο από µια ευθεία γραµµή παράλληλη µε τον 

άξονα των Y . Έτσι, κάθε τραπέζιο καλύπτεται πάντα από µόνον ένα τµήµα του 

διαγράµµατος τάσεων – παραµορφώσεων. 

Με αντικατάσταση της σχέσης (6.7.2) στην (6.7.5) προκύπτει ότι: 

 ( ) ( )
3

0

0

, ,  i

i

i

z b zσ ϕ ε
=

=∑  (6.7.6) 

όπου: 

 

2 3

0 0 1 0 2 0 3 0

2

1 3 0 2 0 1

2 2

2 3 0 2

3

3 3

   

3   2    

3    

 

b

b

b

b

α α ε α ε α ε

α ε ϕ α ε ϕ α ϕ

α ε ϕ α ϕ

α ϕ

= + + +

= + +

= +

=

 (6.7.7) 

Οι συνισταµένες δυνάµεις του τραπεζίου j  προκύπτουν µε ολοκλήρωση της σχέσης 

(6.7.6) ως εξής: 
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 ( ) ( ) ( )( )
3 3 3

0,
0 0 0  

  j i i j

x i i i i
i i ij j

N b z dA b z dA b I
τραπεζιο τραπεζιο= = =

  
= = =       

∑ ∑ ∑∫∫ ∫∫  (6.7.8) 

 ( ) ( ) ( )( )
3 3 3

1

0, 1
0 0 0  

  j i i j

y i i i i
i i ij j

M b z z dA b z dA b I
τραπεζιο τραπεζιο

+
+

= = =

  
= = =       

∑ ∑ ∑∫∫ ∫∫  (6.7.9) 

 ( ) ( ) ( )( )
3 3 3

1,
0 0 0  

  j i i j

z i i i i
i i ij j

M b z y dA b z y dA b I
τραπεζιο τραπεζιο= = =

  
= = =       

∑ ∑ ∑∫∫ ∫∫  (6.7.10) 

Σηµειώνεται ότι τα ολοκληρώµατα ( ),

j

m n
I  στις σχέσεις (6.7.8) ως (6.7.10) είναι γνωστά. 

Οι συνισταµένες δυνάµεις ολόκληρης της διατοµής προκύπτουν µε απλή άθροιση των 

αντίστοιχων δυνάµεων από όλα τα τραπέζια. Συνολικά, τα βήµατα για τον υπολογισµό των 

συνισταµένων δυνάµεων της διατοµής ( ), ,X Y ZN M M  είναι τα εξής: 

o Επιλέγεται η καµπυλότητα ϕ  και η παραµόρφωση 0ε , 

o Για κάθε τραπέζιο j : 

• Υπολογίζονται οι συντελεστές ib  ως συνάρτηση των ia  (σχέσεις (6.7.7)), 

• Υπολογίζονται οι συνισταµένες δυνάµεις µε βάση τις γνωστές τιµές των ( ),

j

m n
I  

(σχέσεις (6.7.8) ως (6.7.10)). 

o Υπολογίζονται οι συνισταµένες δυνάµεις της διατοµής ( ), ,X Y ZN M M  ως άθροισµα των 

αντιστοίχων δυνάµεων όλων των τραπεζίων. 

6.7.10 Κατασκευή διαγραµµάτων ροπών – καµπυλοτήτων 

Για δεδοµένο αξονικό φορτίο XN  και διεύθυνση ουδέτερου άξονα θ , είναι δυνατή η 

κατασκευή του πλήρους διαγράµµατος ροπών – καµπυλοτήτων τόσο για την πρωτεύουσα 

καµπτική ροπή YM  όσο και για την δευτερεύουσα ροπή ZM  (Εικόνα 6.7.7). Η τελευταία 

οφείλεται στην ασυµµετρία της διατοµής και είναι αναγκαία ώστε να διατηρηθεί η διεύθυνση 

του ουδέτερου άξονα σταθερή καθ’ όλη την διαδικασία. 
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Εικόνα 6.7.7: ∆ιαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων και µέγιστη αντοχή 

Μετά την προεργασία της διατοµής, δηλαδή την περιστροφή, την κατάτµηση σε τραπέζια 

και τον υπολογισµό των βασικών επιφανειακών ολοκληρωµάτων, η επιβαλλόµενη 

καµπυλότητα ϕ  αυξάνεται σταδιακά. Αν το αρχικό βήµα ϕ∆ , το οποίο καθορίζεται από τον 

χρήστη, είναι µικρό τότε προκύπτουν οµαλά διαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων αλλά 

αυξάνεται ανάλογα το υπολογιστικό κόστος. 

Σε κάθε βήµα, οι τιµές των θ  και ϕ  είναι γνωστές. Συνεπώς, η παραµορφωµένη 

κατάσταση της διατοµής είναι συνάρτηση µόνον της παραµόρφωσης 
0ε . Για τον υπολογισµό 

της τιµής της 
0ε  η οποία εξασφαλίζει την ισορροπία των αξονικών δυνάµεων µε δεδοµένη 

ακρίβεια χρησιµοποιείται µια γρήγορη µέθοδος ριζών, όπως η µέθοδος Wijngaarden – Dekker 

– Brent [65]. Στην συνέχεια, αφού έχει υπολογισθεί η παραµορφωµένη κατάσταση, 

υπολογίζονται οι αντίστοιχες τιµές των καµπτικών ροπών 
YM , 

ZM  και η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται. 

Αν το βήµα καµπυλότητας ϕ∆  δεν µπορεί να εφαρµοστεί, τότε αυτό µειώνεται στο µισό 

και ο αλγόριθµος επαναλαµβάνει την απόπειρα ώστε να υπολογιστεί η µέγιστη αντοχή της 

διατοµής µε µεγαλύτερη ακρίβεια. Αυτό συµβαίνει σε δύο περιπτώσεις: 

1) Όταν η απόκριση µε την δοκιµαστική νέα τιµή της καµπυλότητας είναι µικρότερη από 

αυτή του προηγούµενου βήµατος. Αυτό σηµαίνει ότι ξεκινάει ένας κατερχόµενος κλάδος 

και ότι έχει επιτευχθεί η µέγιστη αντοχή της διατοµής. 



Ανελαστική ∆υναµική Ανάλυση Φορέων µε Προσοµοίωση κατά Bouc-Wen 

 

 

244 

2) Όταν παραβιάζεται η µέγιστη τιµή της εφελκυστικής ή θλιπτικής παραµόρφωσης κάποιου 

υλικού. Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε συµβατική αστοχία της διατοµής. 

Επέλεξε ,  ,  XN θ ϕ∆

Προεργασία της διατοµής

curΘέσε 0ϕ =

Θέσε 
trial cur

ϕ ϕ ϕ= + ∆

( )0Υπολόγισε  ,  γνωστάtrialε ϕ θ

Συµβατική

αστοχία

( )0Υπολόγισε , , ,  γνωστάY Z trialM M ϕ θ ε

Θέσε 2ϕ ϕ∆ = ∆

minϕ ϕ∆ ≤ ∆

έγιστη

απόκριση

Μ

Θέσε 
cur trial

ϕ ϕ=

 

Εικόνα 6.7.8: ∆ιάγραµµα ροής: κατασκευή διαγράµµατος ροπών - καµπυλοτήτων 

Προαιρετικά, µπορεί να εφαρµοστεί και ένας τρίτος κανόνας αστοχίας ο οποίος 

αναφέρεται στην µέγιστη οµοιόµορφη θλίψη. Στην περίπτωση του Ευρωκώδικα 2, αυτός ο 

κανόνας βασίζεται σε ένα σηµείο “C” το οποίο απέχει απόσταση ίση µε 3 7  h  από την πλέον 
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θλιβόµενη ίνα. Το σηµείο αυτό πρέπει να έχει µέγιστη θλιπτική παραµόρφωση ίση µε 0.2% 

[168]. 

Συνολικά, η διαδικασία σταµατά όταν το συνεχώς µειούµενο βήµα καµπυλότητας ϕ∆  

φτάσει ένα προκαθορισµένο κάτω όριο. Το διάγραµµα ροής της διαδικασίας φαίνεται στην 

Εικόνα 6.7.8. 

6.7.11 Υπολογισµός µέγιστης αντοχής 

Για δεδοµένο αξονικό φορτίο XN  και διεύθυνση ουδέτερου άξονα θ , είναι δυνατός ο 

υπολογισµός της µέγιστης αντοχής της διατοµής. Αυτό επιτυγχάνεται µε την διαδικασία που 

περιγράφεται στην §6.7.10, µε την σηµαντική διαφορά ότι ένα σχετικά µεγάλο αρχικό βήµα 

επιβαλλόµενης καµπυλότητας ϕ∆  µειώνει σηµαντικά το υπολογιστικό κόστος. Σε αυτή την 

περίπτωση τα ενδιάµεσα στάδια δεν ενδιαφέρουν, ενώ σηµειώνεται ότι η ακρίβεια κατά τον 

υπολογισµό της µέγιστης αντοχής δεν εξαρτάται από το αρχικό ϕ∆ . 

Οι καµπτικές ροπές που προκύπτουν κατά το τελευταίο βήµα της διαδικασίας µπορούν να 

εκφραστούν στο αρχικό σύστηµα αναφοράς c cXY Z  ως εξής: 

 
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

Yc Y

Zc Z

M M

M M

θ θ
θ θ

 −    
=     

    
 (6.7.11) 

Με αυτό τον τρόπο προκύπτει το σηµείο ( ), ,
, ,

X Yc u Zc u
N M M  της επιφάνειας αστοχίας 

(Εικόνα 6.7.7). 

6.7.12 ∆ιαγράµµατα αλληλεπίδρασης 

Με υπολογισµό σηµείων που αντιστοιχούν σε µέγιστη αντοχή, είναι δυνατή η κατασκευή 

δύο ειδών διαγραµµάτων αλληλεπίδρασης: 

o Για δεδοµένο αξονικό φορτίο 
XN  µπορούν να κατασκευαστούν διαγράµµατα 

αλληλεπίδρασης 
Yc ZcM M− . Τα διαγράµµατα αυτά είναι «παράλληλοι» της επιφάνειας 

αστοχίας και ανήκουν εξ’ ολοκλήρου σε επίπεδο κάθετο στον άξονα των αξονικών 
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δυνάµεων. Η διαδικασία επιτυγχάνεται µεταβάλλοντας την διεύθυνση του ουδέτερου 

άξονα θ  µεταξύ 00 και 3600. Αν η διατοµή παρουσιάζει κάποιου είδους συµµετρίας, 

απαιτείται µικρότερο εύρος γωνιών και το υπολογιστικό κόστος µειώνεται σηµαντικά. 

o Για δεδοµένη διεύθυνση του ουδέτερου άξονα θ  µπορούν να κατασκευαστούν 

διαγράµµατα αλληλεπίδρασης XN M− . Τα διαγράµµατα αυτά είναι «µεσηµβρινοί» της 

επιφάνειας αστοχίας αλλά γενικά δεν ανήκουν εξ’ ολοκλήρου σε κάποιο επίπεδο. Αυτό 

οφείλεται στην δευτερεύουσα καµπτική ροπή, η οποία µε την σειρά της οφείλεται σε 

ενδεχόµενη ασυµµετρία της διατοµής. Η διαδικασία επιτυγχάνεται µεταβάλλοντας την 

επιβαλλόµενη αξονική δύναµη XN . 

6.7.13 Επιφάνεια αστοχίας 

Αντίστοιχα, η πλήρης επιφάνεια αστοχίας µιας διατοµής µπορεί να κατασκευαστεί µε δύο 

τρόπους: 

o Με πολλαπλά διαγράµµατα αλληλεπίδρασης Yc ZcM M−  για διάφορες τιµές του αξονικού 

φορτίου XN , 

o Με πολλαπλά διαγράµµατα αλληλεπίδρασης XN M−  για διάφορες διευθύνσεις του 

ουδέτερου άξονα θ  µεταξύ 00 και 3600. 

6.7.14 Υπολογισµός παραµορφωµένης κατάστασης 

Η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό της 

παραµορφωµένης κατάστασης της διατοµής υπό δεδοµένα εξωτερικά φορτία (
T

XN , 
T

YcM , 

T

ZcM ). Για αυτό το σκοπό, απαιτείται η κατασκευή µιας σειράς διαγραµµάτων ροπών – 

καµπυλοτήτων, όπως περιγράφεται στην §6.7.10. Όλες οι αναλύσεις χρησιµοποιούν ως 

αξονικό φορτίο το 
T

XN . Ανεξάρτητα από την επιλεχθείσα διεύθυνση του ουδέτερου άξονα 

θ , όλα τα διαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων ξεκινούν µε καµπυλότητα ίση µε το µηδέν. 

Συνεπώς, όλα τα ίχνη των αναλύσεων ξεκινούν από το ίδιο σηµείο ( )0 0,Yc ZcM M , όπου 
0

YcM  
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και 
0

ZcM  είναι οι καµπτικές ροπές που αντιστοιχούν σε τέτοια οµοιόµορφη θλίψη ώστε να 

επιτυγχάνεται ισορροπία αξονικών δυνάµεων (Εικόνα 6.7.9). 

Ο υπολογισµός βασίζεται σε µια µέθοδο δοκιµής και σφάλµατος (trial-and-error). 

Αναζητείται η διεύθυνση του ουδέτερου άξονα θ  η οποία οδηγεί την απόκριση της διατοµής 

από το σηµείο ( )0 0,Yc ZcM M  στο δεδοµένο σηµείο ( ),T T

Yc ZcM M . Η απόκριση γενικά δεν 

ακολουθεί ευθεία γραµµή λόγω της δευτερεύουσας καµπτικής ροπής ZM  και της 

ασυµµετρίας της διατοµής. 

Yc
M

Zc
M

( )0,0

( )1i+

( )1 1,i i
Yc Zc

M M+ +

iθ∆

T

X
N N=

T

( ),i i
Yc Zc

M M

( ),T T
Yc Zc

M M

( )0 0,
Yc Zc

M M

( )i

V

 

Εικόνα 6.7.9: Υπολογισµός παραµορφωµένης κατάστασης διατοµής υπό δεδοµένα εξωτερικά φορτία 

Ως πρώτη δοκιµή, η διεύθυνση του ουδέτερου άξονα τίθεται ίση µε την διεύθυνση του 

διανύσµατος T  το οποίο ενώνει τα σηµεία ( )0 0,Yc ZcM M  και ( ),T T

Yc ZcM M . Καθώς αυξάνεται η 

καµπυλότητα ϕ , η απόκριση παρεκκλίνει της ευθείας γραµµής. Όταν το µήκος (νόρµα) του 

δοκιµαστικού διανύσµατος V  γίνει ίσο µε αυτό του διανύσµατος T , η διαδικασία σταµατά. 

Γενικά, οι καµπτικές ροπές 
i

YcM  και 
i

ZcM  θα διαφέρουν από τις 
T

YcM , 
T

ZcM . Έτσι, η 

διεύθυνση του ουδέτερου άξονα θ  διορθώνεται µε βάση την διαφορά των διευθύνσεων 
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iθ∆  µεταξύ των διανυσµάτων T  και V . Ως αποτέλεσµα, στην επόµενη δοκιµή οι καµπτικές 

ροπές 
1i

YcM
+

 και 
1i

ZcM
+

 βρίσκονται πιο κοντά στις επιθυµητές τιµές. Η διαδικασία σταµατά 

όταν επιτευχθεί η επιθυµητή ακρίβεια µεταξύ της υπολογιζόµενης απόκρισης της διατοµής 

και των δεδοµένων εξωτερικών φορτίων. Σε αυτό το σηµείο, οι παράµετροι θ , ϕ  και 0ε  

καθορίζουν την παραµορφωµένη κατάσταση της διατοµής. Το διάγραµµα ροής αυτής της 

διαδικασίας παρουσιάζεται στην Εικόνα 6.7.10. 

Θέσε 0,  0θ ϕ= =

( )0Υπολόγισε  ώστε ,   γνωστάT

XcN Nε ϕ θ=

( )0 0

0Υπολόγισε , ,  ,   γνωστάYc ZcM M ϕ θ ε

{ }0 0Υπολόγισε ,T T

Yc Yc Zc ZcT M M M M= − −

0

0Υπολόγισε 
T

Zc Zc
TT
Yc Yc

M M
ArcTan

M M
θ  −=  − 

maxV T D− ≤

Θέσε 2cur cur Vθ θ θ= −

Θέσε cur Tθ θ=

{ }0 0

Για ,  υπολόγισε  µέχρι V T

όπου ,

T

Xc cur

Yc Yc Zc Zc

N N M

V M M M M

θ ϕ= − =

= − −

0

0Υπολόγισε Zc Zc
V

Yc Yc

M M
ArcTan

M M
θ  −=  − 

 

Εικόνα 6.7.10: ∆ιάγραµµα ροής: υπολογισµός παραµορφωµένης κατάστασης 
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6.8 Εφαρµογές 

6.8.1 ∆ιαγράµµατα αλληλεπίδρασης ορθογωνικής διατοµής 

Η προτεινόµενη µέθοδος χρησιµοποιήθηκε για την κατασκευή διαγραµµάτων 

αλληλεπίδρασης µιας ορθογωνικής διατοµής µε ίση ποσότητα οπλισµού στην εφελκυόµενη 

και θλιβόµενη ζώνη. Οι υπολογισµοί έγιναν σύµφωνα µε τον Ευρωκώδικα 2 [168] για 

ποιότητα χάλυβα S500 και επικάλυψη 1 0.10d h= , όπου h  το συνολικό ύψος της διατοµής. 

Τα διαγράµµατα αλληλεπίδρασης αφορούν συνδυασµούς αξονικών φορτίων και αντίστοιχων 

µέγιστων καµπτικών ροπών για διάφορες ποσότητες διαµήκους οπλισµού. Η ποσότητα του 

οπλισµού εκφράζεται από το µηχανικό ποσοστό ω  ως εξής: 

 
,

,

yds tot

c tot cd

fA

A f
ω =  (6.8.1) 

όπου: 

o 
,s tot

A  είναι το συνολικό εµβαδόν του διαµήκους οπλισµού, 

o 
,c tot

A  είναι το εµβαδόν της διατοµής σκυροδέµατος (η οποία µπορεί να ληφθεί χονδρικά 

ίσο µε το εµβαδόν της διατοµής), 

o 
yd

f  είναι η αντοχή σχεδιασµού του χάλυβα, 

o cdf  είναι η αντοχή σχεδιασµού του σκυροδέµατος. 

Το αξονικό φορτίο και οι καµπτικές ροπές που δρουν στην διατοµή κανονικοποιούνται µε 

βάση τις ιδιότητες του σκυροδέµατος και τις διαστάσεις της διατοµής ως εξής: 

 
,

,

 

  

d

c tot cd

d

c tot cd

N
v

A f

M

A h f
µ

=

=
 (6.8.2) 
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(α) (β) 

Εικόνα 6.8.1: (α) ορθογωνική διατοµή υπό εξέταση 
(β) διαγράµµατα αλληλεπίδρασης σύµφωνα µε ΕC 2 

Ο Ευρωκώδικας 2 καθορίζει την τιµή 0.020 ως την µέγιστη παραµόρφωση του διαµήκους 

οπλισµού [168]. Επίσης, στην περίπτωση έντονα θλιπτικών φορτίων, µειώνει την καµπτική 

αντοχή επιβάλλοντας την περιστροφή του επιπέδου της παραµορφωµένης διατοµής γύρω 

από ένα σηµείο “C” που απέχει 3/7 του ύψους από την πλέον θλιβόµενη ίνα και το οποίο 

παρουσιάζει παραµόρφωση ίση µε -0.002. Ο περιορισµός αυτός λήφθηκε υπόψη στους 

υπολογισµούς µε την προτεινόµενη µέθοδο.  

Οι χαρακτηριστικές τιµές αντοχής καθώς και οι επιµέρους συντελεστές ασφαλείας του 

σκυροδέµατος και του χάλυβα λήφθηκαν ως εξής: 

 
20 ,  1.5

500 ,  1.15

ck c

y r

f MPa

f MPa

γ

γ

= =

= =
 (6.8.3) 
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Πραγµατοποιήθηκαν υπολογισµοί για πέντε περιπτώσεις µηχανικού ποσοστού, ήτοι 

ω =0.00, 0.50, 1.00, 1.50 και 2.00. Όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.8.1, υπάρχει πλήρης 

ταύτιση των αποτελεσµάτων µε αυτά που παρέχονται από τον Ευρωκώδικα 2. 

6.8.2 ∆ιαγράµµατα αλληλεπίδρασης µη συµµετρικής διατοµής 

Η προτεινόµενη µέθοδος χρησιµοποιήθηκε για την ανάλυση µιας µη συµµετρικής 

διατοµής, η οποία υπήρξε αντικείµενο ανάλυσης στην εργασία των Chen et al. [149]. Η 

διατοµή αποτελείται από πυρήνα σκυροδέµατος, µια διατοµή χάλυβα τοποθετηµένη 

ασύµµετρα, 15 ράβδους διαµήκους οπλισµού διαµέτρου 18mm καθώς και µια κυκλική οπή 

(Εικόνα 6.8.2). 

Η καµπύλη τάσης – παραµόρφωσης του σκυροδέµατος αποτελείται από µια παραβολή 

και µια ευθεία (οριζόντια) γραµµή µε 0.85cc ck cf f γ= , 0 0.002ε =  και 0.0035cuε = . Το 

µέτρο ελαστικότητας του χάλυβα λήφθηκε ίσο µε 200 GPa  ενώ η µέγιστη παραµόρφωση 

λήφθηκε ίση µε 0.010uε = ± . Οι χαρακτηριστικές τιµές των αντοχών και οι µερικοί 

συντελεστές ασφαλείας για το σκυρόδεµα, τον δοµικό χάλυβα και τον διαµήκη οπλισµό 

λήφθηκαν αντιστοίχως ίσοι µε: 

 

30 ,  1.5

355 ,  1.1

460 ,  1.15

ck c

s s

y r

f MPa

f MPa

f MPa

γ

γ

γ

= =

= =

= =

 (6.8.4) 

Στην Εικόνα 6.8.3 φαίνεται το διάγραµµα αλληλεπίδρασης της διατοµής για αξονικό 

φορτίο 4120XN kN= − . Το διάγραµµα κατασκευάστηκε µεταβάλλοντας την διεύθυνση του 

ουδέτερου άξονα µε βήµα 50. Στο υπόβαθρο της εικόνας φαίνονται τα αποτελέσµατα των 

Chen et al. [149] µε τα οποία υπάρχει πρακτικά πλήρης ταύτιση. Τέλος, στην ίδια εικόνα 

φαίνονται τα ακτινωτά ίχνη των επιµέρους αναλύσεων καθώς και οι αντίστοιχες διευθύνσεις 

του ουδέτερου άξονα. Σηµειώνεται ότι, για να επιτευχθεί η ταύτιση των αποτελεσµάτων µε 

το άρθρο [149] θεωρήθηκε ότι οι διατοµές του διαµήκους οπλισµού είναι αδιάστατες ίνες. 

Όπως θα δειχθεί στην επόµενη παράγραφο, η παραδοχή αυτή εισάγει κάποιο σφάλµα το 
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οποίο ενδέχεται να είναι σηµαντικό. Η προτεινόµενη µέθοδος έχει πάντως την δυνατότητα 

να λάβει υπόψη το εµβαδόν του σκυροδέµατος που καταλαµβάνεται από τον διαµήκη 

οπλισµό. 

 

Εικόνα 6.8.2: Μη συµµετρική διατοµή [149] (διαστάσεις σε mm) 

 

Εικόνα 6.8.3: ∆ιάγραµµα αλληλεπίδρασης για Nx=-4120kN 
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Με υπολογισµό διαγραµµάτων αλληλεπίδρασης για διάφορες τιµές του αξονικού φορτίου 

προκύπτει η πλήρης επιφάνεια αστοχίας (Εικόνα 6.8.4). 

 

Εικόνα 6.8.4: Πλήρης επιφάνεια αστοχίας 

6.8.3 Πλεονεκτήµατα της προτεινόµενης µεθόδου – παραµετρική µελέτη 

Για να επιδειχθούν τα πλεονεκτήµατα της προτεινόµενης µεθόδου έγινε µια παραµετρική 

µελέτη σχετικά µε τις δύο κύριες πηγές λάθους των υπολοίπων αλγορίθµων που έχουν 

παρουσιαστεί κατά καιρούς στην βιβλιογραφία. Το πρώτο λάθος αφορά την προσοµοίωση 

καµπύλων ή κυκλικών διατοµών µε απλά πολύγωνα, ενώ το δεύτερο αφορά την θεώρηση 

των διατοµών του οπλισµού ως αδιάστατες ίνες, η οποία έχει ως αποτέλεσµα το εµβαδόν 

τους να υπολογίζεται ως διατοµή σκυροδέµατος. Αν και οι αβεβαιότητες στην ακρίβεια των 

αποτελεσµάτων µπορεί να οφείλονται σε πολλούς παράγοντες, όπως οι ιδιότητες των υλικών 

και τα φαινόµενα περίσφιγξης, αποδεικνύεται ότι τα προαναφερθέντα λάθη µπορεί να είναι 

σηµαντικά και µπορούν να αποφευχθούν. 

Για τον σκοπό της παραµετρικής µελέτης, επιλέχθηκε το παράδειγµα που αναλύθηκε από 

τους Rodriguez και Aristizabal-Ochoa [156] (Εικόνα 6.8.5): 
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Εικόνα 6.8.5: ∆ιατοµή που αναλύθηκε από τους Rodriguez και Aristizabal-Ochoa [156]  

Το διάγραµµα τάσης – παραµόρφωσης του σκυροδέµατος αποτελείται από ένα 

παραβολικό τµήµα µε 0 0.002ε = , 27.58cf
′ =  και ένα γραµµικά κατερχόµενο κλάδο µε 

0.0038uε =  και 0.85c cf f′′ ′= . Το διάγραµµα τάσης – παραµόρφωσης του χάλυβα είναι 

διγραµµικό µε 413.69
y

f MPa=  και 200sE GPa= . 

Στην Εικόνα 6.8.6 φαίνεται το σχετικό λάθος κατά τον υπολογισµό της καµπτικής 

αντοχής λόγω προσοµοίωσης των κύκλων µε απλά πολύγωνα. Το λάθος είναι συνάρτηση 

του πλήθους των κόµβων καθώς και του αξονικού φορτίου. Από τα αποτελέσµατα είναι 

φανερό ότι το λάθος είναι σηµαντικό για προσοµοιώσεις µε λιγότερους από 16 κόµβους. 

Επίσης, το λάθος αυξάνεται καθώς αυξάνεται το θλιπτικό φορτίο. 

Στην Εικόνα 6.8.7 παρουσιάζεται το σχετικό λάθος κατά τον υπολογισµό της καµπτικής 

αντοχής λόγω χρήσης αδιάστατων ινών. Το λάθος είναι συνάρτηση του αξονικού φορτίου. 

Από την εικόνα είναι σαφές ότι το λάθος γίνεται σηµαντικό στην περίπτωση µεγάλων 

θλιπτικών φορτίων. 
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Εικόνα 6.8.6: Σχετικό λάθος καµπτικής αντοχής σε συνάρτηση µε το πλήθος των κόµβων 

 

Εικόνα 6.8.7: Σχετικό λάθος καµπτικής αντοχής λόγω χρήσης αδιάστατων ινών 

Όλες οι προαναφερθείσες αναλύσεις έγιναν µε την προτεινόµενη µέθοδο. Όσον αφορά 

την προσοµοίωση των κύκλων µε πολύγωνα, η προτεινόµενη µέθοδος δίνει αναλυτικά 

ακριβείς λύσεις τόσο µε χρήση πολυγώνων όσο και κύκλων. Σηµειώνεται ότι το πλήθος των 
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κόµβων καθορίζει τις κορυφές των εγγεγραµµένων πολυγώνων του κάθε κύκλου. Για την 

προσοµοίωση της χρήσης αδιάστατων ινών, αρκεί να µην δοθεί το σκυρόδεµα ως 

«αφαιρούµενο» υλικό στους κύκλους που αναπαριστούν τον διαµήκη οπλισµό. 

6.8.4 Ανάλυση σύµµικτης διατοµής µε πολλαπλά επίπεδα περίσφιγξης 

Η χρήση σύµµικτων υποστυλωµάτων είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη. Ο δοµικός χάλυβας 

εξασφαλίζει αυξηµένη ικανότητα ανάληψης φορτίων µε µικρότερες διαστάσεις 

υποστυλώµατος. Επιπλέον, παρέχει περίσφιγξη στο σκυρόδεµα, ιδιαίτερα στην περίπτωση 

χρήσης µεταλλικών σωλήνων γεµισµένων µε σκυρόδεµα (concrete filled steel tubes - CFT). 

Από την άλλη πλευρά, το σκυρόδεµα προστατεύει τον χάλυβα από λυγισµό και ενδεχοµένως 

από την φωτιά. 

 

Εικόνα 6.8.8: ∆ιατοµές σύµµικτων υποστυλωµάτων κατά Chen και Lin [148]  

Πρόσφατα, οι Chen και Lin [148] ανέλυσαν τα δεδοµένα από πειράµατα αξονικής θλίψης 

σε 26 σύµµικτα υποστυλώµατα. Τα υποστυλώµατα αποτελούνταν από πυρήνα 
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σκυροδέµατος, διαµήκη οπλισµό καθώς και µια εγκιβωτισµένη διατοµή χάλυβα. 

Παρατηρήθηκε ότι τα υποστυλώµατα µπορούσαν να φέρουν εν γένει µεγαλύτερα αξονικά 

φορτία σε σχέση µε αυτά που θεωρητικά προβλέπονταν µε βάση τις ιδιότητες των υλικών. 

Για να εξηγηθεί αυτή η διαφορά, θεωρήθηκε ότι υπάρχουν τρία είδη σκυροδέµατος: το µη 

περισφιγµένο στην περίµετρο της διατοµής, το ελαφρά περισφιγµένο λόγω των συνδετήρων 

του διαµήκους οπλισµού και το έντονα περισφιγµένο λόγω της εγκιβωτισµένης διατοµής 

χάλυβα (Εικόνα 6.8.8). Για το σκυρόδεµα χρησιµοποιήθηκε ο νόµος τάσης – παραµόρφωσης 

του Mander et al. [155]. Στην περίπτωση του διαµήκους οπλισµού, το διάγραµµα τάσεων – 

παραµορφώσεων θεωρήθηκε ότι παρουσιάζει έντονη παραµορφωσιακή χαλάρωση λόγω 

λυγισµού. 

 

Εικόνα 6.8.9: ∆οκίµιο SRC2 (διαστάσεις σε mm) 
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Η προτεινόµενη µέθοδος χρησιµοποιήθηκε για την ανάλυση ενός εκ των δοκιµίων, ήτοι 

του δοκιµίου SRC2. Η διατοµή σχεδιάστηκε µε πρόγραµµα CAD έτσι ώστε να βρίσκεται σε 

συµφωνία µε τα στοιχεία του άρθρου [148]. Τα καµπύλα όρια µεταξύ των διαφόρων 

περιοχών της διατοµής σχεδιάστηκαν ως κυκλικά τόξα (Εικόνα 6.8.9). 

 

Εικόνα 6.8.10: Απόκριση δοκιµίου SRC2 σε αξονική φόρτιση 

Με την παραπάνω θεώρηση, η απόκριση του δοκιµίου σε αξονική φόρτιση είναι πια σε 

καλή συµφωνία µε τα πειραµατικά δεδοµένα (Εικόνα 6.8.10). Κατ’ επέκταση, µπορούν να 

υπολογιστούν τα διαγράµµατα αλληλεπίδρασης της διατοµής για διάφορες τιµές αξονικού 

φορτίου (Εικόνα 6.8.11). 
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Εικόνα 6.8.11: ∆ιαγράµµατα αλληλεπίδρασης δοκιµίου SRC2 

6.8.5 Ταυτοποίηση παραµέτρων προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

Με βάση τα παραγόµενα διαγράµµατα ροπών καµπυλοτήτων είναι δυνατή η ταυτοποίηση 

των βασικών παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Η διαδικασία αυτή µπορεί να 

επιτευχθεί µε την χρήση µιας κατάλληλης αντικειµενικής συνάρτησης, η οποία εκφράζει 

µονοκριτηριακά την ποιότητα των λύσεων, σε συνδυασµό µε µια µέθοδο βελτιστοποίησης. 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής υλοποιήθηκε ένας αλγόριθµος ταυτοποίησης των 

παραµέτρων τόσο του βασικού προσοµοιώµατος (§4.2) όσο και του προσοµοιώµατος 

Sivaselvan – Reinhorn (§3.6) µε χρήση διαφόρων παραλλαγών Γενετικών Αλγορίθµων, όπως 

ο Γενετικός Αλγόριθµος Sawtooth (§5.7.4). Η υλοποίηση περιγράφεται συνοπτικά στην §8.6. 

Ο αλγόριθµος αποδεικνύεται ότι είναι εξαιρετικά απλός και αποτελεσµατικός. 
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[ΚΕΝΗ ΣΕΛΙ∆Α] 
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7.1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται εφαρµογή των προτεινόµενων µεθόδων µε χρήση του 

εξειδικευµένου λογισµικού δυναµικής ανάλυσης Plastique [170], [177]. Στο Plastique 

προστέθηκαν οι κατάλληλες ρουτίνες ώστε να υπάρχει η δυνατότητα ανάλυσης µε βάση το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen (Κεφάλαιο 4). 

7.2 Plastique 

7.2.1 Τύποι ανάλυσης 

Το πρόγραµµα Plastique υπολογίζει τη µη γραµµική απόκριση της κατασκευής για τους 

εξής τύπους ανάλυσης: 

o Μονοτονική Στατική Ανάλυση, 

o Ψευδο-στατική Ανακυκλιζόµενη, 

o ∆υναµική Ανάλυση. 

7.2.2 Προσοµοίωση δοµικών στοιχείων 

Στην παρούσα έκδοση του προγράµµατος, προσοµοιώνονται οι εξής τρεις διαφορετικοί 

τύποι δισδιάστατων δοµικών στοιχείων: 

o Στοιχείο δοκού, 

o Στοιχείο υποστηλώµατος, 

o Στοιχείο τοιχώµατος. 

7.2.3 Στοιχείο δοκού 

Τα στοιχεία δοκού προσοµοιώνονται σαν συνεχή καµπτικά ελατήρια. Η τέµνουσα 

παραµόρφωση συνδέεται µε καµπτικά φαινόµενα µέσω ενός ισοδύναµου ελατηρίου το οποίο 

θεωρείται ότι δρα εν σειρά µε ένα στροφικό ελατήριο. Οι αξονικές παραµορφώσεις 
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αγνοούνται. Επιπλέον, εισάγονται δύο άκαµπτες ζώνες για κάθε άκρο του στοιχείου 

προκειµένου να ληφθεί υπόψη η αύξηση της δυσκαµψίας την περιοχή του κόµβου. Ένα 

τυπικό στοιχείο δοκού µε τους βαθµούς ελευθερίας του (κατά τη µητρωική στατική) 

παρουσιάζεται στην Εικόνα 7.2.1: 

L

,a aY v

,
a a

M θ

,
b b

Y v

,
b b

M θ

a
r L

b
r L( )1

a b
L r r L′ = − −

 

Εικόνα 7.2.1: Τυπικό στοιχείο δοκού του Plastique 

7.2.4 Στοιχείο υποστηλώµατος 

Τα υποστυλώµατα προσοµοιώνονται κατά τρόπο ταυτόσηµο µε εκείνον που 

χρησιµοποιείται για τα στοιχεία δοκού. Η αξονική παραµόρφωση στα υποστυλώµατα 

λαµβάνεται υπόψη, ωστόσο η συσχέτιση της µε τη ροπή κάµψης αγνοείται. Ένα τυπικό 

στοιχείο υποστυλώµατος µε τους καθολικούς βαθµούς ελευθερίας του (κατά τη µητρωική 

στατική) παρουσιάζεται στην Εικόνα 7.2.2: 
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Εικόνα 7.2.2: Τυπικό στοιχείο υποστηλώµατος του Plastique 

7.2.5 Στοιχείο τοιχώµατος 

Τα στοιχεία τοιχώµατος προσοµοιώνονται µέσω ενός στροφικού και διατµητικού 

ελατηρίου τα οποία συνδέονται εν σειρά µε το αξονικό ελατήριο (Εικόνα 7.2.3). Η επιπλέον 

ύπαρξη διατµητικού ελατηρίου οδηγεί σε τροποποίηση του µητρώου ευκαµψίας σε σχέση µε 

εκείνο που αντιστοιχεί σε ραβδωτά στοιχεία. Ένα τυπικό στοιχείο τοιχώµατος µε τους 

καθολικούς βαθµούς ελευθερίας του (κατά τη µητρωική στατική) παρουσιάζεται στην Εικόνα 

7.2.4. 
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αξονικό ελατήριο

διατµητικό ελατήριο

καµπτικό ελατήριο

άκαµπτη δοκός

 

Εικόνα 7.2.3: Προσοµοίωση τοιχώµατος στο Plastique 
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Εικόνα 7.2.4: Τυπικό στοιχείο τοιχώµατος του Plastique 
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7.2.6 ∆ιανεµηµένη πλαστικότητα 

Στην συνέχεια, ο όρος διανεµηµένη πλαστικότητα χρησιµοποιείται για την απόδοση του 

όρου spread plasticity, δηλαδή της µεθόδου που κάνει χρήση των ροπών στα άκρα του 

στοιχείου για τον προσδιορισµό της ευκαµψίας, σε αντιδιαστολή µε τον όρο distributed 

plasticity (κατανεµηµένη πλαστικότητα), όπου έχουµε υπολογισµό των ροπών κατά µήκος 

του στοιχείου για τον προσδιορισµό της ευκαµψίας. Θεωρείται ότι η κατανοµή της ροπής 

κατά µήκος ενός στοιχείου είναι γραµµική (Εικόνα 7.2.5). Ενδεχόµενη παρουσία 

κατανεµηµένων φορτίων προκαλεί αλλαγή αυτής της κατανοµής και σε περίπτωση ύπαρξης 

σηµαντικών τέτοιων φορτίων θα πρέπει να πραγµατοποιηθεί διαίρεση σε επαρκή αριθµό 

υποστοιχείων.  

A
M

B
M

A
M

A
M ′

B
M ′

B
M

 

Εικόνα 7.2.5: Κατανοµή ροπής και καµπυλότητας κατά µήκος του στοιχείου 
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7.2.7 ∆ιείσδυση της πλαστικοποίησης 

Το Plastique υπολογίζει τα µήκη διείσδυσης της πλαστικοποίησης στα άκρα του 

εύκαµπτου τµήµατος των στοιχείων. Τα µήκη αυτά χαρακτηρίζονται από τις παραµέτρους 

Aa  και Ba . Οι παράµετροι αυτές εκφράζουν το ποσοστό του µήκους του στοιχείου όπου η 

δρώσα ροπή είναι µεγαλύτερη από την ροπή ρηγµατώσεως (Εικόνα 7.2.6): 

L

a
r L

b
r L( )1

a b
L r r L′ = − −

a
a L

b
a L

 

Εικόνα 7.2.6: Μήκη διείσδυσης της πλαστικοποίησης 

7.2.8 Ανάλυση 

Για κάθε τύπο ανάλυσης, το προς επίλυση σύστηµα παίρνει την ακόλουθη µορφή: 

 [ ]{ } { }K u Fτ ∆ = ∆  (7.2.1) 

όπου [ ]Kτ  είναι το συνολικό µητρώο δυσκαµψίας της κατασκευής, {∆u} είναι το 

διάνυσµα των αγνώστων µοναδιαίων επαυξητικών µετατοπίσεων και {∆F} είναι το διάνυσµα 

των εφαρµοζόµενων επαυξητικών φορτίων. 

Το πρόγραµµα δίνει τη δυνατότητα ανάλυσης στο επίπεδο (PFRAME2D) ή στο χώρο 

(PFRAME3D). Για την περίπτωση ανάλυσης στο επίπεδο το συνολικό µητρώο δυσκαµψίας 

είναι το µητρώο που προκύπτει µε σύνθεση των µητρώων των µελών του επιπέδου 
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πλαισίου. Για την περίπτωση ανάλυσης στο χώρο το συνολικό µητρώο δυσκαµψίας της 

κατασκευής προκύπτει µε σύνθεση των µητρώων των επί µέρους πλαισίων. 

Η µόρφωση του µητρώου δυσκαµψίας γίνεται σε λωριδωτή (banded) µορφή για 

οικονοµία µνήµης. Έτσι, δηµιουργείται ένα νέο µητρώο στην πρώτη στήλη του οποίου 

αποθηκεύονται τα διαγώνια στοιχεία του αρχικού µητρώου, ενώ στις υπόλοιπες στήλες 

αυτού αποθηκεύονται τα στοιχεία του αρχικού µητρώου που βρίσκονταν άνω της κυρίας 

διαγωνίου. 

Η µέθοδος επίλυσης των εξισώσεων ισορροπίας είναι η µέθοδος απαλοιφής Gauss για 

µητρώο δυσκαµψίας γραµµένο σε λωριδωτή µορφή. Η µέθοδος διακρίνεται σε τρία βήµατα: 

(α) τριγωνοποίηση του µητρώου δυσκαµψίας, (β) αντίστοιχη τροποποίηση του διανύσµατος 

των φορτίων και (γ) πίσω αντικατάσταση. Η δυνατότητα της µεθόδου να τροποποιεί το 

διάνυσµα των φορτίων ανεξάρτητα από την τριγωνοποίηση του µητρώου δυσκαµψίας 

συντελεί στην αύξηση της ταχύτητας επίλυσης, όταν το τελευταίο έχει ήδη τριγωνοποιηθεί 

στην αρχή των επαναλήψεων. 

Προκειµένου να µορφωθεί το συνολικό µητρώο δυσκαµψίας µορφώνονται πρώτα τα 

επιµέρους µητρώα δυσκαµψίας των στοιχείων. Αυτά τα επί µέρους µητρώα αποθηκεύονται 

προκειµένου να χρησιµοποιηθούν απ’ ευθείας για τον υπολογισµό των ροπών και τεµνουσών 

στα άκρα του στοιχείου. Για την περίπτωση ανάλυσης στο χώρο χρησιµοποιείται το µητρώο 

µετάθεσης για τα µητρώα δυσκαµψίας των επί µέρους πλαισίων. 

Το διάνυσµα φόρτισης της κατασκευής καθορίζεται ανάλογα µε τη χρησιµοποιούµενη 

µέθοδο. Σε όλες τις περιπτώσεις αναλύσεων υπάρχει η δυνατότητα εφαρµογής 

επαναληπτικής διαδικασίας µέσα σε κάθε βήµα. 

7.2.9 Επαναληπτική διαδικασία 

Η επιβολή του φορτίου γίνεται µε βήµατα, στα οποία η δυσκαµψία θεωρείται σταθερή 

και ίση µε την εφαπτοµενική δυσκαµψία στην αρχή του βήµατος. Η παραδοχή της σταθερής 
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δυσκαµψίας είναι τόσο καλύτερη όσο µικρότερα είναι τα βήµατα. Για να επιταχυνθεί η 

διαδικασία χωρίς όµως να δηµιουργηθεί µεγάλο σφάλµα εφαρµόζεται µια επαναληπτική 

διαδικασία µέσα σε κάθε βήµα. 

7.2.10 Προσοµοίωµα Bouc-Wen 

Το Plastique έχει την δυνατότητα χρήσης του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Η ροπή κάθε 

χρονική στιγµή δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
y

y

t
M t M z t

φ
α α

φ

 
= + − 

  
 (7.2.2) 

όπου: 

o ( )M t  η ροπή, 

o 
yM  η ροπή διαρροής, 

o a  ο λόγος της µετελαστικής δυσκαµψίας προς την αρχική, 

o 
yφ  η καµπυλότητα διαρροής, 

o ( )z t  η υστερητική παράµετρος, η οποία ακολουθεί την παρακάτω διαφορική εξίσωση: 

 ( ) ( ) ( )( ) 1
,

y

z t f t z tφ
φ

= ɺɺ  (7.2.3) 

όπου: 

 

( ) | | | | | | | |
,

2 2 2 2

| | | | | | | |
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D E

n n

n n

z z z z
f z A B C

z z z z
D E
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φ φ

φ φ φ φ

+ + + −   = − − −   
   

− + − −   − −   
   

ɺ ɺ ɺ ɺ
ɺ ɺ

ɺ ɺ ɺ ɺ
 (7.2.4) 

όπου A , B , C , D , E  παράµετροι οι οποίες ελέγχουν την µορφή των υστερητικών 

βρόχων ανά κλάδο. Έτσι, το προσοµοίωµα αυτό µπορεί να αντιµετωπίσει περιπτώσεις 

ασύµµετρης απόκρισης κατά την θετική και την αρνητική κατεύθυνση φόρτισης. 
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Η δυσκαµψία δίνεται από την σχέση: 

 ( )1
1

y

y

dM dz
K EI M

d d
α α

φ φ φ

 
= = = + − 

  
 (7.2.5) 

Από την διαφορική εξίσωση (7.2.3) προκύπτει: 

 
1

z

y

dz
K

dφ φ
=  (7.2.6) 

όπου: 
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 (7.2.7) 

7.2.11 Μείωση της αντοχής και της δυσκαµψίας 

Το προσοµοίωµα Bouc-Wen έχει επεκταθεί ώστε να περιλαµβάνει τα φαινόµενα µείωσης 

της αντοχής και της δυσκαµψίας. Η µείωση της δυσκαµψίας λαµβάνεται υπόψη εισάγοντας 

την παράµετρο η  στην διαφορική εξίσωση του προσοµοιώµατος: 

 ( )
( ) ( )( ), 1

y

f t z t
z t

φ

η φ
=

ɺ

ɺ  (7.2.8) 

Η δυσκαµψία δίνεται από την σχέση: 

 ( )0 1 z
K

K EI α α
η

 
= + − 

 
 (7.2.9) 

Η παράµετρος η  υπολογίζεται µε βάση την τρέχουσα πλαστιµότητα 
yµ φ φ=  και την 

µέγιστη απαιτηθείσα πλαστιµότητα 
max max yµ φ φ=  πριν την έναρξη της αποφόρτισης. Η 

σχέση υπολογισµού είναι: 
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 max1.0
2

k
S

µ µ
η

+
= +  (7.2.10) 

όπου kS  είναι µια παράµετρος ελέγχου της επιρροής της πλαστιµότητας στην µείωση της 

δυσκαµψίας. 

Η µείωση της αντοχής λαµβάνεται υπόψη πολλαπλασιάζοντας την ροπή διαρροής yM  µε 

έναν µειωτικό συντελεστή Sβ : 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
y

y

t
M t S M z tβ

φ
α α

φ

 
= + − 

  
 (7.2.11) 

Ο µειωτικός συντελεστής Sβ  εξαρτάται από την συσσωρευµένη βλάβη στην διατοµή. Η 

ποσοτικοποίηση της βλάβης γίνεται µε την βοήθεια του δείκτη βλάβης DI (damage index): 

 1  
d

S S DIβ = −  (7.2.12) 

Ο δείκτης dS  καθορίζει τη επίδραση του δείκτη βλάβης στην µείωση της αντοχής. Ο 

δείκτης βλάβης υπολογίζεται ως εξής: 

 
2

max

1

1 1

1

1
4

pS

c
p diss

mon

DI

S dE

E

µ
µ

−
=

−  
 −
 
 

∫
 (7.2.13) 

όπου: 

o cµ  η µέγιστη πλαστιµότητα που µπορεί να αναπτύξει η διατοµή, δηλαδή 
c u y

µ φ φ= , 

o 
1p

S , 
2p

S  παράµετροι ελέγχου. 

Το ολοκλήρωµα 
dissdE∫  αντιπροσωπεύει την αναλισκόµενη υστερητική ενέργεια. Ο 

υπολογισµός της γίνεται αφαιρώντας από την συνολική απορροφηθείσα ενέργεια totE  την 

ελαστική ενέργεια elE . Η συνολική ενέργεια υπολογίζεται αθροίζοντας τις στοιχειώδεις 

ενέργειες που απορροφώνται σε κάθε βήµα υπολογισµού, δηλαδή: 

  
tot

E M φ= ∆∑  (7.2.14) 
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όπου M  είναι η µέση τιµή της ροπής. Η ελαστική ενέργεια υπολογίζεται από την σχέση: 

 
21

2
el

M
E

K
=  (7.2.15) 

όπου K  είναι η δυσκαµψία κατά την αποφόρτιση. Έτσι, η αναλισκόµενη ενέργεια 

υπολογίζεται από την σχέση: 

 diss tot elE E E= −  (7.2.16) 

Τέλος, η ενέργεια monE  αντιπροσωπεύει την µέγιστη ενέργεια που µπορεί να 

απορροφηθεί σε µια µονοτονική φόρτιση έως την αστοχία: 

 ( 1)mon y y cE M φ µ= −  (7.2.17) 

7.2.12 Στένωση του διαγράµµατος ροπών - καµπυλοτήτων 

Το φαινόµενο της στένωσης του διαγράµµατος ροπών - καµπυλοτήτων λαµβάνεται 

υπόψη εισάγοντας την παράµετρο ολίσθησης (slip-length parameter) a  και την συνάρτηση 

( )f z  στην έκφραση του zK : 

 
( )1 a  

pin z
z

z

K
K

f z K
=

+
 (7.2.18) 

όπου η δυσκαµψία 
zK  δίνεται από την σχέση (7.2.7) ενώ οι a , ( )f z  δίνονται από τις 

παρακάτω σχέσεις: 

 ( )a ' 1
s

A µ= −  (7.2.19) 

 ( )
2

2

( )
exp m

s

z z
f z

z

 −
= − 

 
 (7.2.20) 

όπου µ′  είναι η κανονικοποιηµένη καµπυλότητα αντιστοιχούσα στο σηµείο αντιστροφής 

της φόρτισης πριν τον τρέχοντα κύκλο φόρτισης και sA , mz , sz  παράµετροι ελέγχου. 
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7.2.13 ∆είκτης βλάβης 

Ο δείκτης βλάβης DI λαµβάνει ταυτόχρονα υπόψη του την επιρροή της µέγιστης 

απαιτηθείσας πλαστιµότητας και της συνολικής αναλισκόµενης ενέργειας, ώστε να 

ποσοτικοποιήσει την συνολική βλάβη στην διατοµή. Ο δείκτης αυτός επεκτείνεται για 

ολόκληρο το στοιχείο µε βάση τους δείκτες βλάβης aDI , bDI  των δύο ακραίων διατοµών. 

Συγκεκριµένα λαµβάνεται ο µεγαλύτερος από τους δύο δείκτες: 

 max{ , }i a bDI DI DI=  (7.2.21) 

Ο λόγος που εφαρµόζεται αυτή η σχέση έναντι κάποιας σχέσης που θα συνδύαζε και 

τους δύο δείκτες ταυτόχρονα, όπως γίνεται για τον δείκτη βλάβης της κατασκευής, είναι ότι 

έχει παρατηρηθεί ότι ολόκληρο το στοιχείο µπορεί να αστοχήσει µετά από σοβαρή βλάβη 

µιας µόνο διατοµής του. 

Ο δείκτης βλάβης της κατασκευής υπολογίζεται συνδυάζοντας τους δείκτες βλάβης των 

στοιχείων του. Η συµµετοχή της βλάβης του κάθε στοιχείου στην βλάβη του φορέα 

εξαρτάται από την ενέργεια 
,tot i

E  που έχει συνολικά απορροφηθεί στο στοιχείο σύµφωνα µε 

την σχέση: 

  i i

i

DI DIλ=∑  (7.2.22) 

όπου: 

 
,

,

tot i

i

tot i

i

E

E
λ =

∑
 (7.2.23) 

 

7.3 Εφαρµογή 

Ως εφαρµογή, επιλύθηκε σε δυναµική ανάλυση ένας τρισδιάστατος φορέας ο οποίος 

περιλαµβάνει δύο όµοια τριώροφα τρίστυλα πλαίσια ανά διεύθυνση (Εικόνα 7.3.1). Το 

βασικό δισδιάστατο πλαίσιο φαίνεται στην Εικόνα 7.3.2, ενώ οι διατοµές των 
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υποστηλωµάτων και των δοκών παρουσιάζονται στην συνέχεια (Εικόνα 7.3.3 ως Εικόνα 

7.3.9). Ο Πίνακας 7.3.1 συνοψίζει τις ιδιότητές των µελών.  
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Εικόνα 7.3.1: Τρισδιάστατος φορέας (διαστάσεις σε mm) 
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Εικόνα 7.3.2: Βασικός δισδιάστατος φορέας – τρίστηλο τριώροφο πλαίσιο (διαστάσεις σε mm) 

 

∆ιατοµή 
Αξ. φορτίο 

[kN] 
Ύψος 
[mm] 

Πλάτος 
[mm] 

Επικάλυψη 
[mm] 

∆ιαµήκης Οπλισµός 

Υποστύλωµα C4  
Κάτω 500 600 400 50 7Φ20 (συµ.) 
Άνω 500 600 400 50 7Φ20 (συµ.) 

Υποστυλώµατα C1, C5, C7 

Κάτω 500 600 400 50 5Φ20 (συµ.) 
Άνω 500 600 400 50 5Φ20 (συµ.) 

Υποστυλώµατα C2, C3, C6, C8,και C9 

Κάτω 500 600 400 50 5Φ16 (συµ.) 
Άνω 500 600 400 50 5Φ16 (συµ.) 

∆οκοί Β1 ως Β6 

Αριστερά - 600 250 50 3Φ16 άνω / κάτω 
∆εξιά - 600 250 50 3Φ16 άνω / κάτω 

Πίνακας 7.3.1: Ιδιότητες µελών τριώροφου πλαισίου 
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Εικόνα 7.3.3: ∆ιατοµή υποστηλωµάτων C1 και C7 (διαστάσεις σε mm) 

 

Εικόνα 7.3.4: ∆ιατοµή υποστηλώµατος C4 (διαστάσεις σε mm) 
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Εικόνα 7.3.5: ∆ιατοµή υποστηλωµάτων C2 και C8 (διαστάσεις σε mm) 

 

Εικόνα 7.3.6: ∆ιατοµή υποστηλώµατος C5 (διαστάσεις σε mm) 
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Εικόνα 7.3.7: ∆ιατοµή υποστηλωµάτων C3, C6 και C9 (διαστάσεις σε mm) 

8000

600 7100

(2) (6)

∆ιατοµή (2)

250

3Φ16 κάτω

επικ. 50mm

3Φ16 άνω 

επικ. 50mm

300

∆ιατοµή (6)

250

3Φ16 κάτω

επικ. 50mm

3Φ16 άνω 

επικ. 50mm

 

Εικόνα 7.3.8: ∆ιατοµή δοκών B1, B3 και B5 (διαστάσεις σε mm) 
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8000

6007100

(6) (10)

∆ιατοµή (6)

250

3Φ16 κάτω

επικ. 50mm

3Φ16 άνω 

επικ. 50mm

300

∆ιατοµή (10)

250

3Φ16 κάτω

επικ. 50mm

3Φ16 άνω 

επικ. 50mm

 

Εικόνα 7.3.9: ∆ιατοµή δοκών B2, B4 και B6 (διαστάσεις σε mm) 

Πραγµατοποιήθηκε ταυτοποίηση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen µε 

βάση µοντέλα ινών και σύµφωνα µε την §6.8.5. Τα αποτελέσµατα ποικίλλουν ανάλογα τις 

διαστάσεις, τον οπλισµό και την αξονική δύναµη των διατοµών. Ο Πίνακας 7.3.2 συνοψίζει 

τα αποτελέσµατα της ταυτοποίησης ενώ η Εικόνα 7.3.10 παρουσιάζει τα αντίστοιχα 

διαγράµµατα ροπών-καµπυλοτήτων. Ως αντικειµενική συνάρτηση του αλγόριθµου 

ταυτοποίησης χρησιµοποιήθηκε το άθροισµα των τετραγώνων του σφάλµατος της καµπτικής 

ροπής. Παρατηρώντας ότι το βήµα υπολογισµού της καµπυλότητας είναι σταθερό προκύπτει 

ότι, ισοδύναµα, η διαδικασία ταυτοποίησης ελαχιστοποιεί το σφάλµα της απορροφηθείσας 

ενέργειας κατά την µονοτονική φόρτιση. Σε κάθε περίπτωση τέθηκε 0.5β γ= =  ώστε η 

αποφόρτιση να γίνεται µε δυσκαµψία ίση µε την αρχική. 

Σηµειώνεται ότι για την ανάδειξη των διαφορών στην απόκριση µεταξύ αρχικού και 

τροποποιηµένου µοντέλου, δεν χρησιµοποιήθηκε κάποιος µηχανισµός µείωσης της αντοχής, 

µείωσης της δυσκαµψίας ή στένωσης. 
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Μέλος α (x10-3) n 
My 

[kNm] 
φy 

[x10-3 m-1] 

C1, C5, C7 4.888 3.144 434.644 4.808 

C4 7.820 4.516 553.758 5.416 

C2, C3, C6, C8 και C9 0.978 1.481 328.635 3.424 

Β1 ως Β6 5.865 10.000 121.901 4.682 

Πίνακας 7.3.2: Ταυτοποιηµένες τιµές παραµέτρων προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

 

 

 

Εικόνα 7.3.10: Ταυτοποίηση παραµέτρων προσοµοιώµατος Bouc-Wen για µονοτονική φόρτιση 
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7.3.1 Ηµιτονοειδής φόρτιση 

Ο φορέας υποβλήθηκε σε ηµιτονοειδή επιτάχυνση εδάφους µε µέγιστη τιµή 
max 0.5
g

u g=  

και µεγάλη περίοδο 10T s= . Η κατεύθυνση της φόρτισης συµπίπτει µε τον έναν άξονα 

συµµετρίας του φορέα. Στην Εικόνα 7.3.11 φαίνεται η απόκριση των υποστηλωµάτων C1 και 

C4 καθώς και των δοκών B1, B3, και B5. Η απόκριση των υπολοίπων υποστηλωµάτων της 

ανωδοµής είναι σχεδόν γραµµική και δεν παρουσιάζεται. 

 

 

Εικόνα 7.3.11: Απόκριση τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, ηµιτονοειδής φόρτιση 
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Εικόνα 7.3.11: Απόκριση τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, ηµιτονοειδής φόρτιση (συνέχεια) 
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7.3.2 Northridge Tarzana Cedar Hill 090 [84] 

Τα αποτελέσµατα για την σεισµική διέγερση Northridge Tarzana Cedar Hill 090 [84] 

παρουσιάζονται στην Εικόνα 7.3.12. Σε αντίθεση µε την απλή ηµιτονοειδή φόρτιση, σε αυτή 

την περίπτωση δείχνεται ότι οι διαφορές είναι σηµαντικές. Επιπλέον, οι παρακάτω πίνακες 

παρουσιάζουν την διαδοχή των διαρροών των µελών για το αρχικό και το τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα. Παρατηρείται ότι, σε αντίθεση µε το αρχικό, στο τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα διαρρέουν τα υποστυλώµατα C4, C1 και C7. Επιπλέον, η σειρά και η χρονική 

στιγµή της διαρροής των δοκών είναι διαφορετική.  

 

TIME T=  7.62360 SEC : BEAM ELEMENT 5 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.62860 SEC : BEAM ELEMENT 6 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.63200 SEC : BEAM ELEMENT 3 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.63860 SEC : BEAM ELEMENT 4 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.96860 SEC : BEAM ELEMENT 6 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  7.98060 SEC : BEAM ELEMENT 5 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.19040 SEC : BEAM ELEMENT 2 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  8.19180 SEC : BEAM ELEMENT 1 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  8.59740 SEC : BEAM ELEMENT 2 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.60540 SEC : BEAM ELEMENT 1 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.61160 SEC : BEAM ELEMENT 4 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.61400 SEC : BEAM ELEMENT 3 YIELDED AT SECOND END 

Πίνακας 7.3.3: ∆ιαδοχή διαρροών µελών αρχικού προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

 

TIME T=  5.37060 SEC : BEAM ELEMENT 1 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.61960 SEC : BEAM ELEMENT 5 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.62460 SEC : BEAM ELEMENT 6 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.62860 SEC : BEAM ELEMENT 3 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.63340 SEC : BEAM ELEMENT 4 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  7.95860 SEC : BEAM ELEMENT 6 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  7.96740 SEC : BEAM ELEMENT 5 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.18040 SEC : BEAM ELEMENT 2 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  8.22160 SEC : COLUMN ELEMENT 4 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  8.22440 SEC : COLUMN ELEMENT 1 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  8.22440 SEC : COLUMN ELEMENT 7 YIELDED AT FIRST  END 

TIME T=  8.59520 SEC : BEAM ELEMENT 2 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.59840 SEC : BEAM ELEMENT 4 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.59860 SEC : BEAM ELEMENT 3 YIELDED AT SECOND END 

TIME T=  8.60140 SEC : BEAM ELEMENT 1 YIELDED AT SECOND END 

Πίνακας 7.3.4: ∆ιαδοχή διαρροών µελών τροποποιηµένου προσοµοιώµατος Bouc-Wen 
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Εικόνα 7.3.12: Απόκριση τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, Σεισµός: Northridge TAR090 [84] 
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Εικόνα 7.3.12: Απόκριση τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, Σεισµός: Northridge TAR090 
(συνέχεια) 
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Εικόνα 7.3.12: Απόκριση τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, Σεισµός: Northridge TAR090 
(συνέχεια) 
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Εικόνα 7.3.13: Συνολική απόκριση τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, Σεισµός: Northridge TAR090 
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Λογισµικό 

 

8 Λογισµικό 

Equation Chapter (Next) Section 0 
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8.1 mySpec 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε πρόγραµµα Η/Υ µε τίτλο mySpec. Το 

mySpec υπολογίζει την απόκριση µονοβάθµιου ή διβάθµιου ταλαντωτή, ο οποίος υπόκειται 

σε σεισµική ή άλλη (οριζόµενη από τον χρήστη) διέγερση. Τα προσοµοιώµατα που 

χρησιµοποιούνται περιλαµβάνουν το γραµµικώς ελαστικό σε µία και δύο διαστάσεις, το 

διγραµµικό ανελαστικό και το προσοµοίωµα Bouc-Wen. Περισσότερες πληροφορίες για τις 

δυνατότητες και την χρήση του προγράµµατος είναι διαθέσιµες στο εγχειρίδιο χρήσης του. 

Το mySpec διατίθεται ελεύθερα [170]. 

 

Εικόνα 8.1.1: Πρόγραµµα mySpec 

8.2 myBWDE 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε πρόγραµµα Η/Υ µε τίτλο myBWDE, το 

οποίο υπολογίζει τις ακριβείς τιµές της αναλισκόµενης ενέργειας ανά υστερητικό κύκλο µε 

εφαρµογή των µεθόδων που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 4. Το πρόγραµµα διατίθεται 

ελεύθερα [170]. 
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Για λόγους επαλήθευσης και συγκρίσεων, γίνεται υπολογισµός τόσο µε την απ’ ευθείας 

µέθοδο όσο και µε την µέθοδο των συµπληρωµατικών εµβαδών (η οποία και συνίσταται σε 

κάθε περίπτωση). Το πρόγραµµα διαθέτει γραφικό περιβάλλον και είναι ιδιαίτερα απλό στην 

χρήση του (Εικόνα 8.2.1). Απαιτείται µόνο η εισαγωγή των παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen και ο λόγος της µέγιστης µετατόπισης προς την µετατόπιση 

διαρροής.  

 

Εικόνα 8.2.1: Πρόγραµµα myBWDE 

Τα ακριβή αποτελέσµατα συνοψίζονται στο πλαίσιο Results, ως εξής: 

o az  η µέγιστη τιµή της υστερητικής παραµέτρου z , η οποία αντιστοιχεί στο σηµείο A  και 

υπολογίζεται µε επίλυση της εξίσωσης (4.3.6). 

o haF  η δύναµη του υστερητικού ελατηρίου στο σηµείο A , η οποία προκύπτει εύκολα µε 

χρήση της σχέσης (4.2.4). 

o elaF  η δύναµη του γραµµικώς ελαστικού ελατηρίου στο σηµείο A , η οποία προκύπτει 

εύκολα µε χρήση της σχέσης (4.2.3). 

o aF  η συνολική δύναµη στο σηµείο A , η οποία προκύπτει ως άθροισµα των haF  και elaF . 

o cdk  ή cdk
∗

, η τιµή της παραµέτρου που, ανάλογα µε την µέθοδο, δίνεται από τις 

εξισώσεις (4.3.13) και (4.3.18) αντίστοιχα. 

o dak  ή dak
∗

, η τιµή της παραµέτρου που, ανάλογα µε την µέθοδο, δίνεται από τις 

εξισώσεις (4.3.14) και (4.3.21) αντίστοιχα. 



Κεφάλαιο 8 : Λογισµικό 

 

 

 293 

o ( )y yDE F U  ο λόγος της αναλισκόµενης ενέργειας προς το γινόµενο της δύναµης 

διαρροής επί την µετατόπιση διαρροής. Αποτελεί µια κανονικοποιηµένη µορφή 

υπολογισµού της αναλισκόµενης ενέργειας. 

o ( )h yDE F U  ο λόγος της αναλισκόµενης ενέργειας προς το γινόµενο της µέγιστης 

υστερητικής δύναµης επί την µετατόπιση διαρροής. Αποτελεί µια κανονικοποιηµένη 

µορφή υπολογισµού της αναλισκόµενης ενέργειας. Σηµειώνεται ότι 

( ) ( ) ( )1h y y yDE F U DE F U a= −  ενώ ο ίδιος ο λόγος ( )h yDE F U  είναι ανεξάρτητος 

του a . 

o DE  η αναλισκόµενη ενέργεια σε έναν πλήρη υστερητικό βρόχο. 

Τα αποτελέσµατα µε την προσεγγιστική µέθοδο συνοψίζονται στο πλαίσιο Approximate 

Results, ως εξής: 

o ~ cdk
∗

, η προσεγγιστική τιµή της παραµέτρου που δίνεται από την εξίσωση (4.3.23). 

o ~ dak
∗

, η προσεγγιστική τιµή της παραµέτρου που δίνεται από την εξίσωση (4.3.24). 

o ~ DE , η προσεγγιστική τιµή της αναλισκόµενης ενέργειας, µε βάση την εξίσωση 

(4.3.22). 

o .  (%)R Error , το σχετικό λάθος στην αναλισκόµενη ενέργεια, επί τοις εκατό. 

Τα αποτελέσµατα µε χρήση του αντίστοιχου διγραµµικού προσοµοιώµατος συνοψίζονται 

στο πλαίσιο Bilinear Model, ως εξής: 

o max ( .)F bil  η µέγιστη τιµή της δύναµης. Αυτή υπολογίζεται ως εξής: 

 
( )

max max

max

max max

1
  ,   

1 1

y y y

y y y y

F u u u u
F

aF u u a F u u

≤
=  + − >

 (8.2.1) 

o  ( .)DE bil  η αναλισκόµενη ενέργεια στην περίπτωση του αντίστοιχου διγραµµικού 

προσοµοιώµατος. Αυτή υπολογίζεται εύκολα ως εξής [64]: 

 ( )
max

maxmax max

0 1
  ,   

14

y

yy y

u u
DE

u uF u F u

 ≤=  >−
 (8.2.2) 
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o .  (%)R Error , το σχετικό λάθος στην αναλισκόµενη ενέργεια, επί τοις εκατό. 

Οι παράµετροι του υστερητικού προσοµοιώµατος, αν δεν είναι γνωστές, µπορούν να 

προκύψουν µε πειράµατα και εφαρµογή διαδικασιών ταυτοποίησης. Μια αποτελεσµατική 

µέθοδος ταυτοποίησης αναπτύχθηκε στα πλαίσια της παρούσας διατριβής και παρουσιάζεται 

στο Κεφάλαιο 5. 

8.3 myBWMod 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε πρόγραµµα Η/Υ µε τίτλο myBWMod, 

το οποίο υλοποιεί την προτεινόµενη τροποποίηση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen του 

Κεφαλαίου 4. Το πρόγραµµα διαθέτει γραφικό περιβάλλον (Εικόνα 8.4.1) και διατίθεται 

ελεύθερα [170]. 

 

Εικόνα 8.3.1: Πρόγραµµα myBWMod 

Το πρόγραµµα έχει την δυνατότητα υπολογισµού της απόκρισης ενός µονοβάθµιου 

συστήµατος σε σεισµική ή άλλη διέγερση, µε βάση τόσο το αρχικό όσο και το 
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τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen. Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα µπορεί να 

χρησιµοποιεί το πλέον πρόσφατο σηµείο αναστροφής, το σηµείο αναστροφής που 

αντιστοιχεί στην µέγιστη παρατηρηθείσα παραµόρφωση ή πολλαπλά σηµεία αναστροφής, 

όπως αναλύεται στην §4.5.3. Περισσότερες πληροφορίες για τις δυνατότητες και την χρήση 

του προγράµµατος είναι διαθέσιµες στο εγχειρίδιο χρήσης του. 

8.4 myBWID 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε πρόγραµµα Η/Υ µε τίτλο myBWID, το 

οποίο υλοποιεί την προτεινόµενη µέθοδο ταυτοποίησης παραµέτρων που παρουσιάστηκε στο 

Κεφάλαιο 5. Το πρόγραµµα διαθέτει γραφικό περιβάλλον (Εικόνα 8.4.1) και διατίθεται 

ελεύθερα [170]. Περισσότερες πληροφορίες για τις δυνατότητες και την χρήση του 

προγράµµατος είναι διαθέσιµες στο εγχειρίδιο χρήσης του. 

 

Εικόνα 8.4.1: Πρόγραµµα myBWID 

8.5 myBWIDPSO 

Επιπλέον, για τις ανάγκες συγκριτικής µελέτης του Κεφαλαίου 5 αναπτύχθηκε πρόγραµµα 

Η/Υ µε τίτλο myBWIDPSO το οποίο υλοποιεί τον αλγόριθµο PSO (§5.4.9) για την 
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ταυτοποίηση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Το πρόγραµµα διαθέτει 

γραφικό περιβάλλον (Εικόνα 8.5.1) και διατίθεται ελεύθερα [170]. 

 

Εικόνα 8.5.1: Πρόγραµµα myBWIDPSO 

8.6 myBiaxial 

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής αναπτύχθηκε πρόγραµµα Η/Υ µε τίτλο myBiaxial, το 

οποίο υλοποιεί την προτεινόµενη µέθοδο ανάλυσης τυχαίων διατοµών που παρουσιάστηκε 

στο Κεφάλαιο 6. Το πρόγραµµα διατίθεται ελεύθερα [170]. 

Το πρόγραµµα διαθέτει γραφικό περιβάλλον και είναι ιδιαίτερα απλό στην χρήση του 

(Εικόνα 8.6.1). Η εισαγωγή της γεωµετρίας της διατοµής γίνεται απ’ ευθείας µέσω αρχείων 

DXF. Το πρόγραµµα διαθέτει βιβλιοθήκη υλικών η οποία µπορεί να επεκταθεί. Σε κάθε 

πολύγωνο αντιστοιχούν δύο υλικά, ήτοι το «προστιθέµενο» υλικό και το «αφαιρούµενο» 
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υλικό. Τα υλικά επιλέγονται από την φόρµα ιδιοτήτων των καµπυλόγραµµων πολυγώνων 

(Εικόνα 8.6.2). 

 

Εικόνα 8.6.1: Πρόγραµµα myBiaxial 

Με βάση τα παραγόµενα διαγράµµατα ροπών – καµπυλοτήτων, το πρόγραµµα myBiaxial 

έχει την δυνατότητα να ταυτοποιεί τις βασικές παραµέτρους του προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

µε χρήση Γενετικών Αλγορίθµων (Εικόνα 8.6.3) 
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Εικόνα 8.6.2: Ιδιότητες καµπυλόγραµµων πολυγώνων  

 

Εικόνα 8.6.3: Ταυτοποίηση παραµέτρων προσοµοιώµατος Bouc-Wen µε βάση τα παραγόµενα 
διάγραµµα ροπών – καµπυλοτήτων και χρήση Γενετικών Αλγορίθµων  

Περισσότερες πληροφορίες για τις δυνατότητες και την χρήση του προγράµµατος είναι 

διαθέσιµες στο εγχειρίδιο χρήσης του. 
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9.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα κύρια συµπεράσµατα της παρούσας διατριβής 

καθώς και η συµβολή τους στην αντίστοιχη θεµατολογία. Τα συµπεράσµατα συνοψίζονται σε 

παραγράφους οι οποίες ακολουθούν την αρίθµηση των κεφαλαίων. 

9.2 Υστέρηση 

Το πρώτο µέρος της διατριβής αφορά το φαινόµενο της υστέρησης. Έτσι, στο Κεφάλαιο 

2 παρουσιάστηκαν τα βασικά στοιχεία της µαθηµατικής θεωρίας της υστέρησης κατά 

Krasnosel’skiĭ και Pokrovskiĭ. Τα στοιχεία αυτά αποτελούν τη θεωρητική βάση των 

προσοµοιωµάτων τύπου Bouc-Wen, τα οποία παρουσιάστηκαν εκτενέστερα στο Κεφάλαιο 3. 

Ιδιαίτερη αναφορά έγινε στον ορισµό της υστέρησης και την συνθήκη ανεξαρτησίας της 

απόκρισης από την ταχύτητα επιβολής της φόρτισης, η οποία παρέχει την δυνατότητα 

αναλυτικής επίλυση της µη γραµµικής διαφορικής εξίσωσης του προσοµοιώµατος, η οποία 

παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 4. Επιπλέον, δόθηκε µια σύντοµη ανασκόπηση διαφόρων 

εµπειρικών και συναφών υστερητικών προσοµοιωµάτων τα οποία έχουν παρουσιασθεί κατά 

καιρούς στην βιβλιογραφία. 

9.3 Υστερητικά προσοµοιώµατα τύπου Bouc-Wen 

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάστηκε µια ανασκόπηση των κυριότερων προσοµοιωµάτων 

τύπου Bouc-Wen. Επισηµάνθηκαν τα βασικά χαρακτηριστικά τους και, όπου κρίθηκε 

απαραίτητο, προτάθηκαν απλές τροποποιήσεις οι οποίες αντιµετωπίζουν αποτελεσµατικά τις 

διάφορες αδυναµίες τους.  

Ένα παράδειγµα τέτοιας τροποποίησης αποτελεί ο εµπειρικός κανόνας µείωσης της 

δυσκαµψίας µε βάση το σηµείο περιστροφής, όπως διατυπώθηκε από τους Park et al. [31] 

και υλοποιήθηκε στο υστερητικό προσοµοίωµα Sivaselvan-Reinhorn (§3.6). Αν και η εν λόγω 

µέθοδος είναι απλή και εύχρηστη, παρουσιάζει το µεγάλο µειονέκτηµα ότι δεν έχει µνήµη και 

έτσι αποτυγχάνει να αποδώσει την συσσωρευτική φύση του φαινοµένου. Έτσι, το 

προσοµοίωµα αυτό παρέχει σε ορισµένες περιπτώσεις λανθασµένα αποτελέσµατα, αφού 



Ανελαστική ∆υναµική Ανάλυση Φορέων µε Προσοµοίωση κατά Bouc-Wen 

 

 

302 

µπορεί να παρουσιάσει αύξηση της δυσκαµψίας µέχρις σηµείου πλήρους επαναφοράς στην 

αρχική τιµή. Έτσι, προκύπτει εύλογα το συµπέρασµα ότι ο εµπειρικός κανόνας του σηµείου 

περιστροφής προέκυψε λόγω της τυποποιηµένης µορφής που έχουν τα πειράµατα (Εικόνα 

3.6.3α) και σε αυτή την µορφή δεν µπορεί να έχει γενική ισχύ. Για την αντιµετώπιση αυτού 

του προβλήµατος προτάθηκε η εισαγωγή µιας νέας παραµέτρου, η οποία ονοµάζεται βαθµός 

αποκατάστασης δυσκαµψίας. Όπως αναλύθηκε στην §3.6.3, η προτεινόµενη τροποποίηση 

της µεθόδου είναι απλή και αποτελεσµατική. 

Άλλο παράδειγµα αποτελεί η ανάδειξη της ακαταλληλότητας των κανόνων µείωσης της 

αντοχής που προτείνονται για το υστερητικό προσοµοίωµα Sivaselvan-Reinhorn, όπως 

αναλύεται στην §3.6.4. 

9.4 Υστερητικό προσοµοίωµα Bouc-Wen 

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάστηκε η βασική µορφή του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Αναλύθηκε η επίδραση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος στην απόκριση και την µορφή 

των υστερητικών βρόχων. Επίσης, παρουσιάστηκαν και αναλύθηκαν οι απαραίτητοι 

περιορισµοί οι οποίοι εξασφαλίζουν την µαθηµατική συνέπεια και αναδεικνύουν την φυσική 

υπόσταση των παραµέτρων του προσοµοιώµατος. 

Το θέµα των περιορισµών των παραµέτρων είναι κεφαλαιώδους σηµασίας. Αν και το 

προσοµοίωµα Bouc-Wen είναι γνωστό εδώ και 30 έτη και έχει ενσωµατωθεί σε δηµοφιλή 

πακέτα λογισµικού, µόλις πολύ πρόσφατα άρχισε να ξεκαθαρίζει το τοπίο γύρω από την 

ερµηνεία και την χρήση των παραµέτρων του. 

Κατ’ αρχήν, τίθεται θέµα µαθηµατικής συνέπειας του προσοµοιώµατος. Μόλις το 2004 οι 

Ma et al. απέδειξαν µε µαθηµατικούς όρους ότι η παράµετρος A  είναι περιττή και θα πρέπει 

να τεθεί ίση µε την µονάδα [62]. Εάν δεν τεθεί αυτός ο περιορισµός, υπάρχει µια απειρία 

διανυσµάτων των παραµέτρων για τις οποίες το προσοµοίωµα παρουσιάζει την ίδια απόκριση 

όταν υποβάλλεται σε µια δεδοµένη φόρτιση. Το γεγονός αυτό ακυρώνει σε µαθηµατικό 

επίπεδο οποιαδήποτε απόπειρα ταυτοποίησης διότι, λόγω της εσωτερικής απροσδιοριστίας, 

το σύστηµα µεταπηδά χωρίς αντιστάσεις σε διαφορετικές λύσεις. Αυτό γίνεται αµέσως 
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αντιληπτό στην πράξη, διότι για κάθε πείραµα το οποίο χρησιµοποιείται προκύπτουν 

διαφορετικές λύσεις, εξίσου καλές αλλά εντελώς άσχετες µεταξύ τους. Το κρίσιµο σηµείο 

είναι ότι κάποιες από τις λύσεις ενδεχοµένως να παύσουν να είναι αποδεκτές όταν αλλάξουν 

τα χαρακτηριστικά του πειράµατος, όπως δείχθηκε από τους Charalampakis και Koumousis 

[129] και αναλύεται στην §5.5.12. Με άλλα λόγια, το προσοµοίωµα χάνει την δυνατότητα 

πρόβλεψης της απόκρισης του φυσικού συστήµατος το οποίο αναπαριστά. 

Αφ’ ετέρου, τίθεται θέµα φυσικής συνέπειας του προσοµοιώµατος. Το πρόβληµα 

εντοπίζεται στις παραµέτρους β  και γ , οι οποίες δεν έχουν φυσική υπόσταση. Οι τιµές των 

παραµέτρων αυτών και ιδιαίτερα η µεταξύ τους ανισοτική σχέση, επηρεάζει κατά συνολικό 

και µη ελεγχόµενο τρόπο την µορφή των υστερητικών βρόχων. Έτσι, το προσοµοίωµα έχει 

την δυνατότητα να παρουσιάζει παραµορφωσιακή κράτυνση, όπως δείχθηκε από τον Wen 

[1]. Ταυτόχρονα όµως χάνεται η φυσική υπόσταση των υπόλοιπων παραµέτρων, όπως 

αναλύεται στην §4.2.2. Για παράδειγµα, η «δύναµη διαρροής» yF  δεν ισούται κατ’ ανάγκη 

µε την πραγµατική δύναµη διαρροής που παρουσιάζει το προσοµοίωµα. Είναι σαφές ότι αυτό 

προκαλεί σηµαντικές δυσχέρειες κατά την ταυτοποίηση των παραµέτρων αλλά και ασάφεια 

κατά την χρήση τους. Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής γενικά υιοθετείται η χρήση του 

περιορισµού 1β γ+ = , η οποία προτάθηκε από τους Constantinou και Adnane [110]. Με 

βάση τον περιορισµό αυτό το προσοµοίωµα παρουσιάζει καλές µηχανικές ιδιότητες, αν και 

στερείται της δυνατότητας προσοµοίωσης παραµορφωσιακής κράτυνσης. Αυτή µπορεί να 

προσοµοιωθεί µε πιο αποτελεσµατικές µεθόδους, όπως µε την χρήση ενός εξειδικευµένου 

ελατηρίου συνδεδεµένου παράλληλα µε τα ελατήρια του προσοµοιώµατος Bouc-Wen, όπως 

προτάθηκε από τους Sivaselvan και Reinhorn [46]. 

Στην συνέχεια, το προσοµοίωµα Bouc-Wen επανεξετάστηκε από µαθηµατικής άποψης. 

Προέκυψαν νέες αναλυτικές σχέσεις τόσο για την υστερητική απόκριση όσο και για την 

αναλισκόµενη ενέργεια υπό συµµετρική ανακυκλιζόµενη φόρτιση. 

Συγκεκριµένα, η βασική µη γραµµική διαφορική εξίσωση (4.2.2) του προσοµοιώµατος 

Bouc-Wen επιλύθηκε αναλυτικά. Προέκυψε η θεµελιώδης σχέση (4.3.2), η οποία συνδέει την 
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µετατόπιση u  µε την απόκριση του υστερητικού ελατηρίου z  µε όρους της 

υπεργεωµετρικής συνάρτησης του Gauss: 

 

0

0
2 1

1 1
1, ,1 ;

z

n

y z

u u
z F q z

u n n

−  = + 
 

  

Ανάλογα µε την τιµή του συντελεστή ( )sgnq u zβ γ= + ɺ , η παραπάνω σχέση εκφράζει 

τους µονοτονικούς κλάδους φόρτισης – αποφόρτισης του υστερητικού ελατηρίου του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Η σχέση έχει την ιδιαιτερότητα ότι είναι πεπλεγµένη ως προς z  

ενώ µπορεί να επιλυθεί εύκολα ως προς u . Με άλλα λόγια, η είσοδος u  µπορεί να προκύψει 

εύκολα ως συνάρτηση της εξόδου z  για κάθε τιµή της εκθετικής παραµέτρου n . Η 

αντίστροφη διαδικασία απαιτεί την επίλυση της σχέσης (4.3.2) ως προς z , κάτι το οποίο δεν 

φαίνεται ότι είναι δυνατό για τυχαία τιµή του n . Παρ’ όλα αυτά, παρουσιάστηκαν οι σχέσεις 

(4.3.3) και (4.3.4) οι οποίες δίνουν το z  ως συνάρτηση του u  για 1n =  και 2n = , 

αντίστοιχα. 

Στην πράξη, η έλλειψη µιας γενικής σχέσης η οποία να εκφράζει την υστερητική 

παράµετρο z  ως συνάρτηση της µετατόπισης u  δεν είναι σηµαντική. Ο λόγος είναι ότι, 

λόγω της µονοτονικότητας των υστερητικών κλάδων, η αριθµητική επίλυση της σχέσης 

(4.3.2) ως προς z  είναι εξαιρετικά αποδοτική. Η µοναδική ρίζα της εξίσωσης µπορεί να 

προσδιοριστεί µε χρήση του θεωρήµατος Bolzano – Weierstrass [66] και τεχνικές 

διχοτόµησης διαστηµάτων. Προτάθηκε η µέθοδος Van Wijngaarden – Dekker – Brent [65], η 

οποία συνδυάζει διχοτόµηση και αντίστροφη τετραγωνική παρεµβολή. Η µέθοδος αυτή 

εγγυάται την εύρεση της ρίζας, εφόσον αυτή έχει φραγεί σε κάποιο διάστηµα, και απαιτεί 

πολύ λίγα βήµατα (τυπικά 7 έως 10) για να υπολογίσει την άγνωστη τιµή της υστερητικής 

παραµέτρου z  µε διπλή ακρίβεια. Με αυτό τον τρόπο είναι δυνατός ο απ’ ευθείας 

υπολογισµός της απόκρισης για πεπερασµένα, αλλά όχι απαραίτητα µικρά βήµατα 

µετατόπισης. 

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να σηµειωθεί ότι, σε µερικές περιπτώσεις, είναι επιθυµητή η 

αναλυτική έκφραση των υστερητικών κλάδων ακριβώς µε την µορφή της σχέσης (4.3.2). 
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Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι το τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen. Ο αναλυτικός 

προσδιορισµός του κλάδου αποφόρτισης από κάποιο σηµείο αναστροφής, δηλαδή η σχέση 

(4.5.2), βασίζεται απ’ ευθείας στην σχέση (4.3.2) και ισχύει για κάθε τιµή της εκθετικής 

παραµέτρου n . 

Στην συνέχεια, εξετάστηκε η περίπτωση σταθερής απόκρισης υπό συµµετρική 

ανακυκλιζόµενη φόρτιση. Η µέγιστη παρατηρούµενη τιµή της υστερητικής παραµέτρου 

υπολογίστηκε µε βάση την εξίσωση (4.3.6). Παρουσιάστηκαν νέες αναλυτικές εκφράσεις της 

αναλισκόµενης ενέργειας κατά την διάρκεια ενός πλήρους κύκλου, οι οποίες προέκυψαν µε 

απ’ ευθείας ολοκλήρωση του έργου της υστερητικής δύναµης σύµφωνα µε την σχέση (4.3.9)

. Αποδεικνύεται όµως ότι οι σχέσεις είναι ευσταθείς µόνο στην περίπτωση µερικής διαρροής 

του υστερητικού ελατηρίου. Ο λόγος είναι ότι, σε περίπτωση πλήρους διαρροής, η µέγιστη 

τιµή της υστερητικής παραµέτρου είναι πολύ κοντά στην µονάδα και δεν µπορεί να 

υπολογιστεί µε επαρκή ακρίβεια. Επιπλέον, η υπεργεωµετρική συνάρτηση ( )2 1
, , ;F a b c w  

δεν ορίζεται για 1w = .  

Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίστηκε αποτελεσµατικά µε χρήση µιας εναλλακτικής 

µεθόδου που βασίζεται στον υπολογισµό συµπληρωµατικών εµβαδών χωρίων. Οι νέες 

εκφράσεις, οι οποίες προκύπτουν από την σχέση (4.3.15), είναι αριθµητικά ευσταθείς στην 

περίπτωση τόσο µερικής όσο και πλήρους διαρροής του υστερητικού ελατηρίου. Στην 

τελευταία περίπτωση, οι βοηθητικές παράµετροι CDk
∗

 και DAk
∗

 µπορούν να υπολογιστούν µε 

ικανοποιητική ακρίβεια από τις προσεγγιστικές σχέσεις (4.3.23) και (4.3.24), αντίστοιχα. Με 

βάση τα παραπάνω, η αναλισκόµενη ενέργεια κατά τον πλήρη υστερητικό βρόχο µπορεί να 

υπολογιστεί µε βάση µόνο την µέγιστη µετατόπιση maxu  και το διάνυσµα των παραµέτρων 

{ }T

y yn a F uγ=p  του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. 

Προς εφαρµογή των παραπάνω µεθόδων, πραγµατοποιήθηκε µια παραµετρική µελέτη η 

οποία αφορά την αναλισκόµενη ενέργεια κατά την διάρκεια ενός πλήρους υστερητικού 

βρόχου ως συνάρτηση της µέγιστης µετατόπισης. Παρατηρήθηκε ότι καθώς η µέγιστη 

µετατόπιση αυξάνεται, όλες οι καµπύλες γίνονται παράλληλες ευθείες γραµµές. Επιπλέον, 
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καθώς αυξάνεται η τιµή της εκθετικής παραµέτρου n , η µετάβαση από τον ελαστικό στον 

µετελαστικό κλάδο γίνεται απότοµα. Έτσι, η αναλισκόµενη ενέργεια µειώνεται για τιµές της 

µέγιστης παραµόρφωσης µικρότερες της «παραµόρφωσης διαρροής», δηλαδή για 

max 1yu u <  (Εικόνα 4.3.4). 

Επιπλέον, πραγµατοποιήθηκε µια παραµετρική µελέτη η οποία παρουσιάζει τις διαφορές 

τριών µεθόδων υπολογισµού της αναλισκόµενης ενέργειας κατά την διάρκεια ενός πλήρους 

υστερητικού βρόχου. Οι τρεις µέθοδοι που εξετάστηκαν ήταν: 

o η ακριβής µέθοδος υπολογισµού της αναλισκόµενης ενέργειας του προσοµοιώµατος 

Bouc-Wen, όπως παρουσιάστηκε στην §4.3.4, 

o η προσεγγιστική µέθοδος της §4.3.4, δηλαδή οι σχέσεις (4.3.23) και (4.3.24),  

o οι σχέσεις που δίνουν την αναλισκόµενη ενέργεια του αντίστοιχου διγραµµικού 

προσοµοιώµατος. 

Το συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι, εφόσον η µέγιστη παραµόρφωση είναι 

µεγαλύτερη από το τετραπλάσιο της «παραµόρφωσης διαρροής», η προσεγγιστική µέθοδος 

παρουσιάζει πρακτικά µηδενικό λάθος σε σχέση µε την ακριβή µέθοδο για κάθε τιµή της 

εκθετικής παραµέτρου n . Σε κάθε περίπτωση, η προσεγγιστική µέθοδος είναι πολύ 

ακριβέστερη από τις σχέσεις που αφορούν το αντίστοιχο διγραµµικό προσοµοίωµα (Εικόνα 

4.3.5). 

Σε θεωρητικό επίπεδο, µε βάση τα παραπάνω προκύπτει ένα σηµαντικό συµπέρασµα: η 

αναλισκόµενη ενέργεια του προσοµοιώµατος Bouc-Wen είναι µη µηδενική ανεξάρτητα από 

το µέγεθος του υστερητικού βρόχου. Με άλλα λόγια, το προσοµοίωµα προβλέπει την ύπαρξη 

ανελαστικών παραµορφώσεων ανεξάρτητα από την ένταση της φόρτισης, όπως αποδείχθηκε 

στην §4.3.5.3. Αυτό είναι σε πλήρη συµφωνία µε την «ενδοχρονική» θεωρία του Valanis 

[70]. Στα ενδοχρονικά προσοµοιώµατα, στα οποία ανήκει το προσοµοίωµα Bouc-Wen [16], 

[68], η επιφάνεια διαρροής της κλασικής θεωρίας της πλαστικότητας έχει αντικατασταθεί από 

µια εγγενή χρονική παράµετρο (intrinsic time) βάσει της οποίας περιγράφεται η ανελαστική 
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συµπεριφορά των υλικών. Η απόσβεση του προσοµοιώµατος Bouc-Wen εξαρτάται κυρίως 

από τις παραµέτρους n  και γ  [179]. Σηµειώνεται πάντως ότι οι δυνατότητες απόσβεσης για 

µικρής έντασης φορτίσεις είναι περιορισµένες, διότι ο υστερητικός βρόχος είναι 

εκφυλισµένος και πρακτικά ταυτίζεται µε την αντίστοιχη ελαστική απόκριση. Σηµαντικότερο 

ποσοστό απόσβεσης µπορεί να επιτευχθεί, για παράδειγµα, µε χρήση γραµµικών 

υστερητικών προσοµοιωµάτων µε µιγαδική δυσκαµψία (complex-valued stiffness) [178]. 

Τα αποτελέσµατα της παραπάνω έρευνας δηµοσιεύθηκαν στο διεθνές επιστηµονικό 

περιοδικό Journal of Sound and Vibration [57]. Επίσης, αναπτύχθηκε ένα εξειδικευµένο 

πρόγραµµα Η/Υ µε την ονοµασία myBWDE, το οποίο χρησιµοποιήθηκε για τις εφαρµογές της 

§4.3.5. Το πρόγραµµα myBWDE παρουσιάστηκε συνοπτικά στην §8.2 και διατίθεται 

ελεύθερα [170]. 

Στην συνέχεια, αναλύθηκε η µη φυσική συµπεριφορά του προσοµοιώµατος Bouc-Wen 

όταν αυτό υποβάλλεται σε σύντοµους κύκλους αποφόρτισης – επαναφόρτισης. Η µη φυσική 

συµπεριφορά συνίσταται στην αύξηση της µετατόπισης, την µείωση της δύναµης 

επαναφοράς και το µη κλείσιµο των υστερητικών βρόχων, κάτι το οποίο οδηγεί σε 

παραβίαση των αρχών πλαστικότητας του Drucker [71] και του Il’iushin [72]. Σε ποιοτικό 

επίπεδο, αυτά τα µειονεκτήµατα του προσοµοιώµατος είναι γνωστά εδώ και δεκαετίες και 

έχουν αναφερθεί επανειληµµένα στην βιβλιογραφία. Σε ποσοτικό επίπεδο, παρουσιάστηκαν 

νέες (ορθές) αναλυτικές σχέσεις οι οποίες επιτρέπουν τον υπολογισµό του εύρους των 

παραβιάσεων και της µη φυσικής συµπεριφοράς.  

Προς αντιµετώπιση των προβληµάτων αυτών, προτάθηκε µια τροποποίηση του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα υλοποιεί την παρατήρηση ότι 

η επαναφόρτιση µετά από µερική αποφόρτιση θα πρέπει να ακολουθεί τον κλάδο 

αποφόρτισης µέχρι το σηµείο αναστροφής. Βασίζεται σε έναν κατάλληλο συντελεστή 

αύξησης της δυσκαµψίας, ο οποίος εισάγεται απ’ ευθείας στην βασική διαφορική εξίσωση. 

Αυτό έχει ως συνέπεια την διάκριση µεταξύ πρώτης φόρτισης και επαναφόρτισης, 

χαρακτηριστικό το οποίο απουσιάζει από το αρχικό προσοµοίωµα. Επιπλέον, ορίζεται η 
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έννοια του «ενεργού» σηµείου αναστροφής (§4.5.3), η οποία είναι καθοριστική για την 

αποτελεσµατική εφαρµογή της προτεινόµενης τροποποίησης. 

Αποδείχθηκε ότι η προτεινόµενη τροποποίηση διορθώνει την µη φυσική συµπεριφορά 

του προσοµοιώµατος στην περίπτωση σύντοµων κύκλων φόρτισης – αποφόρτισης – 

επαναφόρτισης χωρίς να επηρεάζει την απόκριση στην περίπτωση πλήρων υστερητικών 

βρόχων (στην οποία η συµπεριφορά του αρχικού προσοµοιώµατος ήταν συνεπής). Έτσι, 

ανασκευάζεται η από καιρό παγιωµένη άποψη ότι «όταν χρησιµοποιούνται ενδοχρονικά 

προσοµοιώµατα, τοπικές παραβιάσεις της αρχής ευστάθειας του Drucker δεν µπορούν να 

αποφευχθούν» (“when endochronic models are adopted, local violations of the Drucker's 

stability postulate cannot be avoided”, προσωπική επικοινωνία µεταξύ F. Casciati και W.D. 

Iwan [80]). Στην συνέχεια, αποδείχθηκε ότι η απόκριση του αρχικού και του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος µπορεί να παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές στην περίπτωση σεισµικής 

διέγερσης. Συγκεκριµένα, σε παραµετρική µελέτη µονοβάθµιου συστήµατος και για µια 

επιλογή 20 σεισµικών διεγέρσεων (Πίνακας 4.5.1), προέκυψε ότι το σφάλµα στην µέγιστη 

µετατόπιση και στην αναλισκόµενη ενέργεια µπορεί να φτάσει το 38% και το 24%, 

αντίστοιχα. 

Η σηµασία της διόρθωσης που εισάγει το τροποποιηµένο προσοµοίωµα αναδεικνύεται 

επίσης στην §7.3.2, όπου ένας τρισδιάστατος φορέας υποβάλλεται σε σεισµική φόρτιση. 

Γίνεται φανερό ότι αφ’ ενός η απόκριση του αρχικού προσοµοιώµατος δεν συνάδει µε την 

αναµενόµενη φυσική συµπεριφορά κατά τρόπο σαφή και σηµαντικό, και αφ’ ετέρου το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα διορθώνει πλήρως αυτή την µη φυσική συµπεριφορά. Γίνεται 

επίσης προφανές ότι η έκταση και η σηµασία των προβληµάτων αυτών αγνοούταν κυρίως 

λόγω της «κανονικής» µορφής των φορτίσεων που χρησιµοποιούνται σε πειράµατα. Όπως 

φαίνεται και στην περίπτωση αρµονικής φόρτισης του τρισδιάστατου φορέα (§7.3.1), λόγω 

των πλήρων υστερητικών βρόχων δεν αναδεικνύονταν τα σηµαντικά προβλήµατα του 

αρχικού προσοµοιώµατος. 
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Ιδιαίτερη µνεία θα πρέπει να γίνει στο πρόβληµα αύξησης της παραµόρφωσης (drift) που 

παρουσιάζει το αρχικό προσοµοίωµα. Λόγω του µεγάλου σφάλµατος το οποίο εισάγεται και 

συσσωρεύεται κατά την διάρκεια µιας σεισµικής φόρτισης, δεν έχει νόηµα η οποιαδήποτε 

ανάλυση η οποία εµπεριέχει την έννοια της παραµόρφωσης, όπως για παράδειγµα ο κανόνας 

µείωσης της αντοχής του προσοµοιώµατος Sivaselvan-Reinhorn (§3.6.4). 

Ένα άλλο παράδειγµα διόρθωσης µη φυσικής συµπεριφοράς αφορά την επαναφορά (re-

centering) συστηµάτων σεισµικής µόνωσης. Η χρήση του αρχικού προσοµοιώµατος Bouc-

Wen υποεκτιµά την παραµένουσα παραµόρφωση λόγω της φθίνουσας ταλάντωσης κατά το 

τέλος του φαινοµένου [86]. Έτσι, µε µια µη αυτόµατη διαδικασία, θα πρέπει να αναζητείται 

κάθε φορά το σηµείο το οποίο (κατ’ εκτίµηση) αντιστοιχεί στην παραµένουσα παραµόρφωση 

και να αγνοείται το υπόλοιπο της απόκρισης [86]. Το τροποποιηµένο προσοµοίωµα 

αντιµετωπίζει εγγενώς το πρόβληµα αυτό. 

Σε θεωρητικό επίπεδο σηµειώνεται ότι, σε αντίθεση µε το αρχικό, το τροποποιηµένο 

προσοµοίωµα Bouc-Wen παρουσιάζει µη-τοπική µνήµη. Πράγµατι, σε κάθε δυνατή 

κατάσταση του συστήµατος υπάρχει µια απειρία καµπυλών οι οποίες καθορίζουν την 

µελλοντική εξέλιξη στην περίπτωση της επαναφόρτισης. Οι καµπύλες αυτές κείτονται µεταξύ 

του κλάδου αποφόρτισης και του κλάδου φόρτισης του αρχικού προσοµοιώµατος, ενώ η 

τελική επιλογή της καµπύλης που θα χρησιµοποιηθεί βασίζεται στον τρέχοντα συντελεστή 

αύξησης της δυσκαµψίας (Εικόνα 4.5.8). Αυτός εξαρτάται από τα παρελθόντα τοπικά 

ακρότατα της συνάρτησης εισόδου. 

Ο αναγνώστης µπορεί να παρατηρήσει οµοιότητες στην λειτουργία του τροποποιηµένου 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen µε άλλα µη-Μαρκοβιανά προσοµοιώµατα, όπως το προσοµοίωµα 

Preisach (§2.4.1). Ιδιαίτερα η διαδικασία καθορισµού των «ενεργών» σηµείων αναστροφής 

(§4.5.3) παρουσιάζει ποιοτική οµοιότητα µε την ιδιότητα διαγραφής ενδιάµεσων τοπικών 

ακρότατων (wiping-out property) του προσοµοιώµατος Preisach. 

Η έρευνα σχετικά µε το τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen έχει δηµοσιευθεί στο 

διεθνές επιστηµονικό περιοδικό Journal of Sound and Vibration [85]. Επιπλέον, προς 
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εφαρµογή των παραπάνω µεθόδων, αναπτύχθηκε ένα εξειδικευµένο πρόγραµµα Η/Υ µε την 

ονοµασία myBWMod. Το πρόγραµµα παρουσιάστηκε συνοπτικά στην §8.3 και διατίθεται 

ελεύθερα [170]. 

9.5 Ταυτοποίηση παραµέτρων 

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάστηκε µια νέα στοχαστική µέθοδος ταυτοποίησης των 

παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Η µέθοδος αποτελείται από τον Γενετικό 

Αλγόριθµο SawTooth [123], τον αλγόριθµο τοπικής βελτιστοποίησης Greedy Ascent Hill 

Climbing (GAHC) [91] καθώς και έναν νέο µηχανισµό συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων 

(Bounding) [130], ο οποίος βασίζεται σε στατιστική ανάλυση τοπικών βέλτιστων.  

Η προτεινόµενη µέθοδος δεν χρησιµοποιεί παραγώγους και διαθέτει εγγενή δυνατότητα 

παράλληλης εκτέλεσης υπολογισµών σε επεξεργαστές µε πολλαπλούς πυρήνες ή και σε 

δίκτυο Η/Υ. Θεωρώντας ότι οι πυρήνες έχουν παρόµοια επεξεργαστική ισχύ και ότι ο 

απαιτούµενος χρόνος για την µεταφορά των δεδοµένων είναι ασήµαντος, ο υπολογιστικός 

χρόνος είναι πρακτικά αντιστρόφως ανάλογος του πλήθους των πυρήνων που 

χρησιµοποιούνται. Αυτό έχει ιδιαίτερη σηµασία καθώς είναι σαφές ότι το µέλλον των Η/Υ 

βρίσκεται στην παράλληλη εκτέλεση υπολογισµών, κάτι το οποίο καθορίζει την εξέλιξη τόσο 

σε επίπεδο λογισµικού (software) όσο και σε επίπεδο υλικού (hardware). 

Η προτεινόµενη µέθοδος αποδεικνύεται ότι συνδυάζει καλή απόδοση και σταθερότητα. 

Συγκεκριµένα, υπερτερεί σε σχέση µε τον Κλασικό Γενετικό Αλγόριθµο και τον Μικρο-

Γενετικό Αλγόριθµο (§5.8.7), ενώ η απόδοσή της είναι ευθέως ανταγωνιστική µε την πλέον 

προηγµένη υλοποίηση του αλγόριθµου βελτιστοποίησης σµήνους σωµατιδίων (PSO) 

(§5.8.8). Επιπλέον, η προτεινόµενη µέθοδος αντιµετωπίζει µε επιτυχία την περίπτωση 

δεδοµένων που περιέχουν θόρυβο (§5.8.4), ενώ επιτρέπει και την ταυτοποίηση ενδεχόµενης 

ιξώδους απόσβεσης µε χρήση κατάλληλων πειραµάτων (§5.8.3). 

Τα προαναφερθέντα χαρακτηριστικά της προτεινόµενης µεθόδου µπορούν να αποδοθούν 

στους παρακάτω λόγους: 
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o Ο SawTooth-GA αναλαµβάνει την εξερεύνηση (exploration) του χώρου των λύσεων µε 

σκοπό την γρήγορη εύρεση υποσχόµενων περιοχών. 

o Ο αλγόριθµος τοπικής βελτιστοποίησης GAHC αναλαµβάνει την αξιοποίηση (exploitation) 

των λύσεων που προκύπτουν από τον SawTooth-GA παρέχοντας τοπικά βέλτιστα. 

o Ο SawTooth-GA εξελίσσεται για λίγες µόνο γενεές. Έτσι, αντί να παρατηρείται σταδιακή 

µείωση στην απόδοση, κάτι το οποίο είναι αναπόφευκτο στους εξελικτικούς αλγόριθµους 

[91], η προτεινόµενη µέθοδος εκµεταλλεύεται την αρχική µόνο φάση της εξέλιξης η 

οποία παρουσιάζει «εκρηκτική» απόδοση. 

o Η µέθοδος συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων (Bounding) εφαρµόζει τον παραπάνω 

υβριδικό εξελικτικό αλγόριθµο µε σκοπό την δειγµατοληψία τοπικών βέλτιστων. 

Θεωρείται ότι κάθε άγνωστη παράµετρος του προσοµοιώµατος Bouc-Wen έχει µία µόνο 

σαφώς ορισµένη βέλτιστη τιµή στο αρχικό επιτρεπτό εύρος τιµών. 

Σηµειώνεται ότι, µε βάση την σχέση (5.7.11), ο χώρος των επιτρεπτών λύσεων δεν 

επιτρέπεται να µεγεθυνθεί. Συνεπώς, η µέθοδος θα πρέπει να χρησιµοποιείται µε εξαιρετικά 

ευρεία αρχικά επιτρεπτά όρια, τα οποία είναι πρακτικά βέβαιο ότι περιλαµβάνουν τις 

βέλτιστες τιµές των παραµέτρων. Ο λόγος είναι ότι αυξάνεται η αξιοπιστία και η ευχρηστία 

της µεθόδου χωρίς να επηρεάζεται σηµαντικά η απόδοσή της, διότι οι µη ρεαλιστικές τιµές 

απορρίπτονται γρήγορα κατά τα αρχικά στάδια της ταυτοποίησης. 

Αν µια συγκεκριµένη παράµετρος έχει µικρή ευαισθησία, τότε τα αποτελέσµατα των 

αναλύσεων σε κάθε βήµα ταυτοποίησης προκύπτουν διασκορπισµένα σχεδόν οµοιόµορφα 

στο επιτρεπόµενο διάστηµα τιµών της. Εφόσον το µέγεθος του στατιστικού δείγµατος είναι 

επαρκές, η σταθµισµένη τυπική απόκλιση θα είναι σηµαντική. Σε αυτή την περίπτωση, το 

διάστηµα των επιτρεπτών τιµών της συγκεκριµένης παραµέτρου παραµένει αµετάβλητο στο 

επόµενο βήµα ταυτοποίησης, µε βάση την σχέση (5.7.11). Έτσι, αντί να εγκλωβίζεται σε 

τοπικά βέλτιστα, η προτεινόµενη µέθοδος αναστέλλει την συρρίκνωση του χώρου των 

λύσεων ανά παράµετρο όταν η στατιστική ανάλυση των αποτελεσµάτων δεν δικαιολογεί 

πρόοδο. Συνεπώς η µέθοδος δεν επηρεάζεται από ενδεχόµενη µεγάλη διαφοροποίηση στην 
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ευαισθησία των παραµέτρων, κάτι το οποίο είναι σύνηθες στην περίπτωση του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Με βάση πλήθος πειραµάτων παρατηρήθηκε ότι οι πλέον 

ευαίσθητες παράµετροι ταυτοποιούνται ταχύτερα, βοηθώντας τις λιγότερο ευαίσθητες στα 

επόµενα στάδια της ταυτοποίησης. Με αυτόν τον τρόπο αναδεικνύεται ένα µέτρο σχετικής 

ευαισθησίας των παραµέτρων, η οποία εξαρτάται µεταξύ άλλων και από το πείραµα µε το 

οποίο γίνεται η ταυτοποίηση. 

Ένα άλλο σηµαντικό χαρακτηριστικό της προτεινόµενης µεθόδου είναι ότι είναι ασφαλής 

όταν η βέλτιστη τιµή µιας παραµέτρου κείται κοντά στο ένα άκρο του διαστήµατος των 

επιτρεπτών τιµών. Ο λόγος είναι ότι, γενικά, η σταθµισµένη µέση τιµή θα κείται κοντά στο 

ίδιο άκρο. Με βάση την σχέση (5.7.10), το νέο εύρος τιµών ορίζεται συµµετρικά και 

εκατέρωθεν της σταθµισµένης µέσης τιµής και έτσι η βέλτιστη τιµή παραµένει εντός του 

χώρου των λύσεων. 

Γενικά, όπως αποδεικνύεται και από τις παραµετρικές µελέτες (§5.8.6), η προτεινόµενη 

µέθοδος δεν είναι ευαίσθητη στην επιλογή των συντελεστών της. Πέραν των ρυθµίσεων που 

χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα διατριβή, παρέχονται και οδηγίες για την επιλογή 

κατάλληλων συντελεστών σε περίπτωση άλλων προβληµάτων (§5.8.9). 

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονιστεί ότι ο ρυθµός συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων 

µπορεί να προσφέρει πολύ χρήσιµα συµπεράσµατα. Αν και ενίοτε µπορεί να ανακαλυφθούν 

τυχαία πολύ καλές λύσεις όσον αφορά την αντικειµενική συνάρτηση, εάν ο ρυθµός 

συρρίκνωσης του χώρου των λύσεων δεν είναι επαρκής τότε αυτό αποτελεί σηµαντική 

ένδειξη ότι η ταυτοποίηση του συστήµατος είναι ανεπιτυχής. Αυτό µπορεί να οφείλεται είτε 

σε µειονεκτήµατα του προσοµοιώµατος, όπως η χρήση περιττών παραµέτρων ή παραµέτρων 

µε πολύ µικρή ευαισθησία ή µε πολλαπλές βέλτιστες τιµές, είτε σε χρήση ακατάλληλων 

πειραµάτων. Αυτή η συµπεριφορά παρατηρήθηκε συστηµατικά σε πολλές περιπτώσεις, όπως 

όταν περιλαµβάνεται η περιττή παράµετρος A  ως άγνωστος προς ταυτοποίηση ή όταν 

χρησιµοποιούνται πειράµατα µε σχεδόν ελαστική απόκριση για την ταυτοποίηση των 

παραµέτρων που καθορίζουν την µετελαστική συµπεριφορά του προσοµοιώµατος. 
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Στα πλαίσια της παραπάνω έρευνας, εξετάστηκε επίσης το σηµαντικό θέµα του 

σχεδιασµού των πειραµάτων. Στην υπάρχουσα βιβλιογραφία υπάρχει πλήθος µεθόδων 

ταυτοποίησης, κοινό χαρακτηριστικό των οποίων είναι ότι εστιάζουν στην µέθοδο και 

πρακτικά αγνοούν τα δεδοµένα εισόδου. Υπάρχει οµοφωνία στο ότι τα δεδοµένα αυτά θα 

πρέπει να περιλαµβάνουν, σε ποιοτικό επίπεδο, όλα τα χαρακτηριστικά του προσοµοιώµατος 

που πρόκειται να ταυτοποιηθούν. Παρ’ όλα αυτά, δεν έχει πραγµατοποιηθεί κάποια 

συστηµατική έρευνα πάνω στο θέµα. Έτσι, το φυσικό σύστηµα υποβάλλεται σε µια αρµονική 

ή σεισµική διέγερση µε κάποια χαρακτηριστικά, και θεωρείται, χωρίς να εξετάζεται, ότι τα 

παρατηρούµενα δεδοµένα περιέχουν όλη την απαραίτητη πληροφορία για τις ανάγκες της 

ταυτοποίησης. Όπως αποδείχθηκε όµως, η πληροφορία που περιέχεται στα παρατηρούµενα 

δεδοµένα αποτελεί καθοριστικό παράγοντα όχι µόνο για την απόδοση αλλά ακόµη και για 

την επιτυχία της (οποιασδήποτε) µεθόδου ταυτοποίησης. 

Με βάση και παλαιότερες µελέτες των Charalampakis και Koumousis [129], 

αποδεικνύεται ότι η ταυτοποίηση µονοβάθµιων συστηµάτων µε διάφορες ιδιοπεριόδους και 

διάφορα επίπεδα ιξώδους απόσβεσης είναι γενικά εφικτή. Όπως φαίνεται από τα 

αποτελέσµατα των αναλύσεων (§5.8.2), η απόδοση της µεθόδου συνδέεται µε την µορφή 

και το µέγεθος των υστερητικών βρόχων και όχι µε συγκεκριµένες ιδιότητες του άγνωστου 

συστήµατος ή της διέγερσης. Αυτό αποτελεί ένα πρώτο σηµαντικό συµπέρασµα για τον 

αποτελεσµατικό σχεδιασµό των πειραµάτων. 

Ένα δεύτερο σηµαντικό συµπέρασµα αφορά την ύπαρξη ή µη άγνωστης ιξώδους 

απόσβεσης στο σύστηµα. Αποδεικνύεται ότι όταν δεν υπάρχει ιξώδης απόσβεση (ή όταν 

αυτή θεωρείται γνωστή), ένα µόνο πείραµα απλής αρµονικής φόρτισης αρκεί για την 

ταυτοποίηση των άγνωστων παραµέτρων. Αντίθετα, στην περίπτωση που υπάρχει άγνωστη 

ιξώδης απόσβεση, η χρήση ενός µόνο πειράµατος απλής αρµονικής φόρτισης δεν 

ενδείκνυται, καθόσον η απόσβεση τείνει να αποδοθεί περισσότερο στον συντελεστή ιξώδους 

απόσβεσης παρά στην υστερητική απόσβεση του ίδιου του προσοµοιώµατος. Για την 

αντιµετώπιση αυτού του προβλήµατος προτείνεται η χρήση συνδυασµού πειραµάτων απλής 
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αρµονικής φόρτισης µε διαφορετική ένταση ή/και συχνότητα, η οποία αποδεικνύεται ότι 

οδηγεί σε επιτυχή διαχωρισµό και αποδοτική ταυτοποίηση τόσο της ιξώδους όσο και της 

υστερητικής απόσβεσης. 

Ένα τρίτο σηµαντικό συµπέρασµα αφορά το µέγεθος των υστερητικών βρόχων για την 

αποδοτικότερη ταυτοποίηση των παραµέτρων. Κατ’ αρχήν επιβεβαιώνεται το αυτονόητο, 

δηλαδή ότι δεν θα πρέπει να χρησιµοποιούνται πειράµατα µε σχεδόν ελαστική απόκριση για 

την ταυτοποίηση παραµέτρων που καθορίζουν την µετελαστική συµπεριφορά. Αποδεικνύεται 

επίσης ότι η ταυτοποίηση των λιγότερο ευαίσθητων παραµέτρων ευνοείται στην περίπτωση 

που η απόκριση µόλις εισέρχεται στην µετελαστική περιοχή. Ο λόγος είναι ότι εάν η 

απόκριση εισέρχεται έντονα στην µετελαστική περιοχή, τότε οι παράµετροι που καθορίζουν 

τον διγραµµικό σκελετό της απόκρισης (δηλαδή οι a , yF , yu ) έχουν µεγάλη ευαισθησία. 

Αντίθετα, η ευαισθησία των παραµέτρων που ελέγχουν την µετάβαση µεταξύ των κλάδων 

(δηλαδή οι n , β , γ ) είναι µικρή. 

Συνολικά, αν και δεν υπάρχει κάποια µέθοδος ταυτοποίησης η οποία να µπορεί να 

χαρακτηριστεί ως πανάκεια, η προτεινόµενη µέθοδος αποδεικνύεται ότι παρουσιάζει 

αυξηµένη απόδοση σε σχέση µε υπάρχουσες µεθόδους της βιβλιογραφίας. 

Τα αποτελέσµατα της παραπάνω έρευνας δηµοσιεύθηκαν στο διεθνές επιστηµονικό 

περιοδικό Journal of Sound and Vibration [130]. Επίσης, αναπτύχθηκαν δύο εξειδικευµένα 

προγράµµατα Η/Υ µε τις ονοµασίες myBWID και myBWIDPSO. Tα προγράµµατα 

παρουσιάστηκαν συνοπτικά στις §8.4 και §8.5, αντίστοιχα, και διατίθενται ελεύθερα [170]. 

9.6 ∆ιαξονική κάµψη µε προσοµοιώµατα ινών 

Στο Κεφάλαιο 6 παρουσιάστηκε µια νέα µέθοδος ανάλυσης τυχαίων διατοµών σε 

διαξονική κάµψη µε αξονική δύναµη, η οποία αντιµετωπίζει αποτελεσµατικά τα διάφορα 

µειονεκτήµατα των υφιστάµενων µεθόδων της βιβλιογραφίας. Η µέθοδος βασίζεται σε 

προσοµοιώµατα ινών και παρέχει σηµαντικές πληροφορίες σχετικά µε την απόκριση µιας 

τυχαίας διατοµής σε µονοτονική φόρτιση. Αυτό δίνει την δυνατότητα ταυτοποίησης βασικών 

παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen χωρίς την διενέργεια πειραµάτων. 
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Η διατοµή ορίζεται µε την βοήθεια καµπυλόγραµµων πολυγώνων, δηλαδή πολυγώνων 

των οποίων οι ακµές είναι ευθείες γραµµές ή τόξα κύκλου και µπορεί να έχει πρακτικά 

οποιαδήποτε µορφή. Οι σχέσεις τάσεων – παραµορφώσεων των υλικών αποτελούνται από 

οποιοδήποτε αριθµό συνεχόµενων κυβικών πολυωνύµων παρέχοντας τη δυνατότητα 

ακριβούς προσοµοίωσης. Η µέθοδος χρησιµοποιεί αναλυτικές σχέσεις για την ολοκλήρωση 

του πεδίου των τάσεων, ακόµη και στην περίπτωση καµπύλων περιγραµµάτων. 

Η προτεινόµενη µέθοδος αντιµετωπίζει τα εξής προβλήµατα: (α) τον υπολογισµό του 

πλήρους διαγράµµατος ροπών – καµπυλοτήτων, (β) τον υπολογισµό της µέγιστης αντοχής 

της διατοµής, ο οποίος περιλαµβάνει την κατασκευή τόσο διαγραµµάτων αλληλεπίδρασης 

όσο και επιφανειών αστοχίας, και (γ) τον καθορισµό της παραµορφωµένης κατάστασης της 

διατοµής υπό δεδοµένα εξωτερικά φορτία. 

Λόγω των καµπυλόγραµµων πολυγώνων και της αναλυτικής ολοκλήρωσης του πεδίου 

των τάσεων, η προτεινόµενη µέθοδος συνδυάζει εξαιρετική ακρίβεια και καλή απόδοση. 

Έτσι, είναι απαλλαγµένη από σηµαντικά προβλήµατα που χαρακτηρίζουν την πλειονότητα 

των αντίστοιχων µεθόδων της βιβλιογραφίας. Συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι το σφάλµα 

τόσο λόγω προσοµοίωσης καµπύλων τµηµάτων µε απλά πολύγωνα όσο και λόγω της 

θεώρησης ότι οι ράβδοι οπλισµού είναι αδιάστατες µπορεί να είναι σηµαντικό (§6.8.3). 

Επιπλέον, η προτεινόµενη µέθοδος επιτρέπει την προσοµοίωση πολλαπλών επιπέδων 

περίσφιγξης. Έτσι, τα αριθµητικά αποτελέσµατα που αφορούν αξονική καταπόνηση 

σύµµικτων υποστηλωµάτων βρίσκονται πλέον σε καλή συµφωνία µε τα πειράµατα (§6.8.4). 

Τα αποτελέσµατα παραπάνω έρευνας δηµοσιεύθηκαν στο διεθνές επιστηµονικό περιοδικό 

Advances in Engineering Software [176]. Επίσης, αναπτύχθηκε ένα εξειδικευµένο πρόγραµµα 

Η/Υ µε την ονοµασία myBiaxial το οποίο και χρησιµοποιήθηκε για τις εφαρµογές της §6.8. 

Με βάση την εµπειρία από την χρήση του προγράµµατος, η προτεινόµενη µέθοδος 

αποδεικνύεται γενική, γρήγορη και εξαιρετικά ακριβής. Το πρόγραµµα παρουσιάστηκε 

συνοπτικά στην §8.6 και διατίθεται ελεύθερα [170]. 
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9.7 Εφαρµογές 

Στο κεφάλαιο 7 έγινε εφαρµογή των προτεινόµενων µεθόδων µε χρήση του λογισµικού 

δυναµικής ανάλυσης Plastique, στο οποίο προστέθηκαν οι κατάλληλες ρουτίνες ώστε να 

υπάρχει η δυνατότητα ανάλυσης µε βάση το τροποποιηµένο προσοµοίωµα Bouc-Wen 

(Κεφάλαιο 4).  

Με βάση την απόκριση ενός τρισδιάστατου τριώροφου πλαισίου, το οποίο υποβάλλεται 

τόσο σε απλή αρµονική φόρτιση όσο και σε σεισµική διέγερση, επιβεβαιώνονται τα 

συµπεράσµατα της §9.4. Έτσι, στην περίπτωση της ηµιτονοειδούς φόρτισης οι διαφορές 

µεταξύ αρχικού και τροποποιηµένου προσοµοιώµατος είναι µικρές. Αυτό οφείλεται στην 

µορφή της διέγερσης, η οποία δεν προκαλεί σύντοµους κύκλους φόρτισης – αποφόρτισης – 

επαναφόρτισης αλλά πλήρεις υστερητικούς βρόχους. 

Αντίθετα, στην περίπτωση της σεισµικής διέγερσης, η οποία ενδιαφέρει στην πράξη, οι 

διαφορές µεταξύ αρχικού και τροποποιηµένου προσοµοιώµατος αποδεικνύονται σηµαντικές. 

Το εύρος των διαφορών εξαρτάται κυρίως από την µορφή της απόκρισης και τις 

παραµέτρους του προσοµοιώµατος Bouc-Wen. Όταν ο εκθετικός συντελεστής n  είναι 

σχετικά µικρός, το αρχικό προσοµοίωµα Bouc-Wen παρουσιάζει έντονα µη φυσική 

συµπεριφορά. Στην περίπτωση των υποστηλωµάτων C2, C3 και C6, όπου 1.481n = , το 

φαινόµενο είναι έντονο και εκδηλώνεται µε σηµαντική αύξηση της παραµόρφωσης (π.χ. 

Εικόνα 7.3.12, κορυφή υποστηλώµατος C2, βάση υποστηλώµατος C6). Αντίθετα, το 

τροποποιηµένο προσοµοίωµα αντιµετωπίζει εγγενώς το πρόβληµα αυτό. 

Στην περίπτωση των δοκών, όπου 10n = , παρατηρείται ότι η απόκριση προσοµοιάζει 

έντονα αυτή του διγραµµικού προσοµοιώµατος. Η διαφορά µεταξύ αρχικού και 

τροποποιηµένου προσοµοιώµατος είναι µικρή στην αρχή του φαινοµένου αλλά στην 

συνέχεια γίνεται σηµαντική. Αυτό οφείλεται περισσότερο στα υποστυλώµατα που 

συντρέχουν στον ίδιο κόµβο παρά στην δοκό καθεαυτή. Στην περίπτωση µονοβάθµιου 

συστήµατος µε µεγάλη τιµή της εκθετικής παραµέτρου, γενικά αναµένουµε µικρή διαφορά 

µεταξύ αρχικού και τροποποιηµένου προσοµοιώµατος. Σηµειώνεται όµως ότι, ούτως ή 
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άλλως, σε αυτήν την περίπτωση το προσοµοίωµα Bouc-Wen δεν προσφέρει πλεονεκτήµατα 

έναντι του απλού διγραµµικού προσοµοιώµατος. 
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Κανένας δεν µπορεί να ισχυριστεί ότι κάποιο γνωστικό αντικείµενο έχει εξαντληθεί. 

Φιλοδοξία της παρούσας διατριβής είναι, πέρα από την σαφή προσφορά νέας γνώσης, η 

διάνοιξη νέων δρόµων για περαιτέρω έρευνα.  

Όσον αφορά το προσοµοίωµα Bouc-Wen, η προτεινόµενη τροποποίηση του Κεφαλαίου 4 

µπορεί να εφαρµοστεί σε πιο σύνθετα προσοµοιώµατα, όπως π.χ. το προσοµοίωµα 

Sivaselvan – Reinhorn [46], τα οποία λαµβάνουν υπόψη µείωση της αντοχής και της 

δυσκαµψίας. Η εφαρµογή της τροποποίησης είναι εφικτή διότι εστιάζεται στο υστερητικό 

ελατήριο και είναι διατυπωµένη πλήρως στον χώρο u z− . 

Πολλές δυνατότητες ανοίγονται επίσης στον χώρο της ταυτοποίησης των παραµέτρων. Η 

προτεινόµενη µέθοδος ταυτοποίησης του Κεφαλαίου 5 συνδυάζει καλή απόδοση και µεγάλη 

σταθερότητα. Εξαιρετικά ενδιαφέρουσα είναι η εφαρµογή της µεθόδου αυτής σε δίκτυα Η/Υ 

µε παράλληλη εκτέλεση υπολογισµών. Κάτι τέτοιο θα οδηγήσει, βεβαίως, σε σηµαντική 

µείωση του απαιτούµενου υπολογιστικού χρόνου. Σηµαντικότερο όµως είναι ότι θα ανοίξει ο 

δρόµος για την ταυτοποίηση πολυβάθµιων συστηµάτων, κάτι το οποίο αυτή τη στιγµή είναι 

πρακτικώς δύσκολο λόγω του µεγάλου υπολογιστικού κόστους. 

Μια άλλη ενδιαφέρουσα δυνατότητα αφορά την ταυτοποίηση των παραµέτρων του 

προσοµοιώµατος Bouc-Wen για την περίπτωση τυχαίων διατοµών π.χ. ωπλισµένου 

σκυροδέµατος. Η προτεινόµενη µέθοδος ανάλυσης διατοµών του Κεφαλαίου 6 δίνει την 

δυνατότητα απόκτησης σηµαντικών πληροφοριών χωρίς την διεξαγωγή πειραµάτων. Στην 

συνέχεια, οι άγνωστες τιµές των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen υπολογίζονται 

µε έναν αλγόριθµο βελτιστοποίησης, όπως π.χ. ο Sawtooth-GA. Η ανάλυση µεγάλου πλήθους 

τυχαίων διατοµών κατ’ αυτόν τον τρόπο και η ταξινόµησή τους µε βάση διάφορα 

χαρακτηριστικά, όπως η µορφή, το ποσοστό οπλισµού, η ποιότητα του χάλυβα και του 

σκυροδέµατος, η θλιπτική δύναµη κ.λ.π., δίνουν την δυνατότητα εκπαίδευσης ενός 

Νευρωνικού ∆ικτύου (Neural Network – NN). Εφόσον τα δεδοµένα είναι επαρκή, το 

νευρωνικό αυτό δίκτυο θα µπορεί να αποτελεί ένα µαύρο κουτί το οποίο να δίνει τις 
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άγνωστες τιµές των παραµέτρων του προσοµοιώµατος Bouc-Wen µε βάση µακροσκοπικά 

χαρακτηριστικά της διατοµής και χωρίς οποιαδήποτε ανάλυση. 
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Παράρτηµα A: Υπολογισµός Υπεργεωµετρικής 
συνάρτησης 

Η υπεργεωµετρική συνάρτηση ( )2 1
, , ;F a b c w  του Gauss είναι η αναλυτική έκφραση της 

λεγόµενης υπεργεωµετρικής σειράς [40]: 

 ( )
( ) ( )
( )2 1

0

, , ;
!

n

n n

n n

a b w
F a b c w

c n

∞

=

=∑  (Α.1) 

όπου: 

o , , ,a b c w  µιγαδικά ορίσµατα της συνάρτησης, 

o ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 ... 1 , 1
n

w w w w n w= + + − =  είναι το σύµβολο Pochhammer, 

o !n  το παραγοντικό του n . 

Η υπεργεωµετρική συνάρτηση ( )2 1
, , ;F a b c w  είναι µια λύση της λεγόµενης 

υπεργεωµετρικής διαφορικής εξίσωσης, η οποία µπορεί να γραφεί ως εξής [40]: 

 ( ) ( )
2

2
1 1 0

d w dw
z z c a b z abw

dz dz
− +  − + +  − =   (Α.2) 

Στην παρούσα διατριβή, απαιτείται ο υπολογισµός της υπεργεωµετρικής συνάρτησης για 

πραγµατικές τιµές του ( ),1w∈ −∞ . Αν και ο κύκλος σύγκλισης της σειράς (Α.1) είναι ο 

µοναδιαίος κύκλος 1w = , ο ρυθµός σύγκλισής της είναι ικανοποιητικός µόνο για 1 2w ≤  

[65]. Για τιµές του ( )1 2,1w∈ , ο υπολογισµός γίνεται µε γραµµικό µετασχηµατισµό. Στις 

περιπτώσεις που παρουσιάζονται στην παρούσα διατριβή, ισχύει ότι c a b= +  και συνεπώς 

γίνεται χρήση της παρακάτω σχέσης [40]: 

 

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1

2
0

, , ;

2 1 ln 1 1
!

nn n

n

F a b a b w

a ba b
n a n b n w w

a b n
ψ ψ ψ

∞

=

+ =

Γ +
=  + − + − + − −  − Γ Γ ∑

(Α.3) 
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όπου: 

o ( )Γ i  η συνάρτηση Γάµµα. 

o ( )ψ i  η συνάρτηση ψ (δίγαµµα). 

Ο υπολογισµός των συναρτήσεων Γάµµα και ∆ίγαµµα αναλύεται στο Παράρτηµα B. 

Γενικά, η σχέση (Α.3) παρουσιάζει ικανοποιητικό ρυθµό σύγκλισης ακόµη και στην 

περίπτωση υπολογισµού του ορίου καθώς 1w
−→ . Τέλος, για ( ), 1 2w∈ −∞ − , γίνεται 

χρήση του παρακάτω γραµµικού µετασχηµατισµού [40]: 

 ( ) ( )2 1 2 1
, , ; 1 , , ;

1

a w
F a b c w w F a c b c

w

−  = − − − 
 (Α.4) 

Ο νέος υπολογισµός της υπεργεωµετρικής συνάρτησης εµπίπτει στις περιπτώσεις που 

καλύπτονται από τις σχέσεις (Α.1) και (Α.3). 
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Παράρτηµα B: Υπολογισµός συναρτήσεων Γάµµα και 
∆ίγαµµα 

Η συνάρτηση Γάµµα ( )zΓ  µπορεί να οριστεί ως [65]: 

 ( ) 1

0

z t
z t e dt

∞
− −Γ = ∫  (B.1) 

όπου z  µιγαδικό όρισµα. Η παραπάνω σχέση οφείλεται στον Euler. Για ακέραιες τιµές 

του ορίσµατος, η συνάρτηση Γάµµα συνδέεται µε το παραγοντικό σύµφωνα µε την σχέση: 

 ( )1 !n nΓ + =  (B.2) 

όπου !n  το παραγοντικό του n . Η χρήση της µορφής ( )1nΓ +  αντί για ( )nΓ  οφείλεται 

στον Legendre και γενικά δεν διευκολύνει την ανάλυση. Ο υπολογισµός της συνάρτησης 

Γάµµα γίνεται κατά κανόνα µε τον αλγόριθµο του Lanczos [180]. Ο αλγόριθµος αυτός 

διορθώνει την προσέγγιση Stirling µε βάση τους πόλους της συνάρτησης Γάµµα και απαιτεί 

χρόνο ( )logO ε−  για να υπολογίσει το !z  ανεξαρτήτως z  µε σχετική ακρίβεια ε . Για 

συγκεκριµένες τιµές των ακεραίων γ , N  και των πραγµατικών 0 1, ,..., Nc c c , η συνάρτηση 

Γάµµα µπορεί να υπολογιστεί από την σχέση [65]: 

 ( ) ( )
1

1
2

2 1 2
0

1
1 2 ...   0

2 1 2

z
z

Ncc c
z z e c z

z z z N

γ
γ π ε

+  − + + 
    Γ + = + + + + + + + >   + + +   

(B.3) 

Η συνήθης υλοποίηση του αλγορίθµου χρησιµοποιεί 5γ = , 6N =  και συγκεκριµένες 

τιµές των 0 1 6, ,...,c c c . Με αυτές, η σχέση (B.3) παρουσιάζει το εντυπωσιακά µικρό σφάλµα 

102 10ε −< ×  για ολόκληρο το δεξί ηµιεπίπεδο ( )Re 0z > .  

Η συνάρτηση ∆ίγαµµα ορίζεται ως η λογαριθµική παράγωγος της συνάρτησης Γάµµα 

[40]: 
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 ( ) ( ) ( )
( )

ln
zd

z z
dz z

ψ
′Γ

= Γ =
Γ

 (B.4) 

Ο υπολογισµός της συνάρτησης ∆ίγαµµα γίνεται κατά κανόνα µε τον αλγόριθµο του 

Spouge [181], ο οποίος παρουσιάζει σηµαντικές οµοιότητες µε αυτόν του Lanczos [180]. 
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Παράρτηµα C: Ενεργή ζώνη σηµείου αναστροφής 

Αναφερόµενοι στην Εικόνα 4.5.6, θα αποδείξουµε ότι, ξεκινώντας από το σηµείο 

( ),p pP u z
+ + +

, εάν η υστερητική παράµετρος z  µεταβάλλεται παίρνοντας διαδοχικά τις τιµές 

p p pz z z+ + +→− →  τότε η απόκριση οδηγείται στο σηµείο P+  και ο υστερητικός βρόχος κλείνει 

ακριβώς. 

Θεωρούµε ότι το τελικό σηµείο είναι το ( )ˆ ˆ ,p pP u z P
+ + + +≠ . Η απόκριση µπορεί να 

αναλυθεί στις διαδοχικές φάσεις ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3
ˆ,0 , ,0pP P u P u z P u P

+ + +→ → − → → . Με 

διαδοχική εφαρµογή της εξίσωσης (4.3.2) λαµβάνουµε: 

 ( )1

2 1

1 1
0 1, ,1 ;

np

p p

y

u u
z F z

u n n
β γ

+
+ +−  = − + − 

 
 (C.1) 

 ( )2 1
2 1

1 1
1, ,1 ; 0

n

p p

y

u u
z F z

u n n
β γ+ +−  = − + + − − 

 
 (C.2) 

 ( )3 2
2 1

1 1
0 1, ,1 ;

n

p p

y

u u
z F z

u n n
β γ+ +−   = − − + − −    

 (C.3) 

 ( )3

2 1

ˆ 1 1
1, ,1 ; 0

np

p p

y

u u
z F z

u n n
β γ

+
+ +−  = + + − 

 
 (C.4) 

Προσθέτοντας τις εξισώσεις (C.1) ως (C.4) κατά µέλη προκύπτει ˆ
p p

u u
+ += . Συνεπώς, 

P̂ P
+ += . 
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[ΚΕΝΗ ΣΕΛΙ∆Α] 
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Παράρτηµα D: Βασικά επιφανειακά ολοκληρώµατα 
καµπυλόγραµµων τραπεζίων 

Για τον αναγνώστη που ενδιαφέρεται να υλοποιήσει τον προτεινόµενο αλγόριθµο του 

κεφαλαίου 6, παρακάτω παρατίθενται οι σχέσεις υπολογισµού των βασικών ολοκληρωµάτων 

των καµπυλόγραµµων τραπεζίων. Υπάρχουν εννέα δυνατοί συνδυασµοί των πλαϊνών ακµών 

ενός καµπυλόγραµµου τραπεζίου. Το είδος της ακµής καθορίζεται από τις µεταβλητές 5D  και 

6D , όπως φαίνεται στην εικόνα: 

R5

R5

R
6

R
6

(Y2,Z12)(Y1,Z12)

(Y3,Z34)(Y4,Z34)

(Y5,Z5)

(Y5,Z5)

(Y6,Z6)

(Y6,Z6)

D5 = 0
D5 = 1

D5 = -1

D6 = 0
D6 = 1

D6 = -1

 

Εικόνα D.1: Καµπυλόγραµµο τραπέζιο 

Ορίζονται τριών ειδών ολοκληρώµατα: το «µεσαίο» ολοκλήρωµα, το οποίο αναφέρεται 

στο απλό τραπέζιο µε ευθείες πλαϊνές ακµές, καθώς και το «αριστερό» και το «δεξί» 

ολοκλήρωµα, τα οποία αναφέρονται στο αντίστοιχο πεδίο που καθορίζεται µεταξύ του 

κυκλικού τόξου και της χορδής (αν υπάρχει). Θεωρώντας ότι ( ) ( )14 4 1 34 12
L y y z z= − − , 

( ) ( )23 3 2 34 12
L y y z z= − −  µε 

34 12z z> , το «µεσαίο» ολοκλήρωµα υπολογίζεται ως εξής: 

 ( )
( )

( )2 23 1234

( , )

12 1 14 12

,

m n

y L z zz

j mid m n

z y L z z

I y z dy dz

+ −

+ −

 
 =
 
 
∫ ∫  

Συνεπώς: 
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 ( )
, 2 2 1 1

23 14 34 12 2 23 12 1 14 12 34 120,

1 1
 = ( )( ) ( )( )

2 1

j mid n n n n

n
I L L z z y L z y L z z z

n n

+ + + +− − + − − + −
+ +

 

 

( )

( )

2 2

23 14

2 23 12 23 1 14 12 14

2 2

2 23 12 1 14 12

1

2

( ) ( )

1
( ) ( )

2

A L L

B y L z L y L z L

C y L z y L z

= −

= − − −

= − − −

 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 3 3 2 2 1 1

34 12 34 12 34 121,
  

3 2 1

j mid n n n n n n

n

A B C
I z z z z z z

n n n

+ + + + + += − + − + −
+ + +

 

Το «αριστερό» και το «δεξί» ολοκλήρωµα είναι ίσα µε το µηδέν στην περίπτωση που η 

αντίστοιχη πλαϊνή ακµή είναι ευθεία γραµµή. Σε αντίθετη περίπτωση, τα ολοκληρώµατα 

µπορούν να υπολογιστούν για διάφορες τιµές των εκθετών m , n  χρησιµοποιώντας 

συµβολικό προγραµµατισµό ως εξής: 

 ( )
( )

( )1 14 1234

( , )

2212
5 5 5 5

,

m n

y L z zz

j left m n

z y D R z z

I y z dy dz

+ −

− − −

 
 =
 
 
∫ ∫  

 ( )
( )

( )22
6 6 6 634

( , )

12 2 23 12

,

m n

y D R z zz

j right m n

z y L z z

I y z dy dz

+ − −

+ −

 
 =
 
 
∫ ∫  

Το τελικό αποτέλεσµα είναι ίσο µε το άθροισµα των τριών επιµέρους ολοκληρωµάτων: 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

, , ,

m n m n m n m n

j j left j mid j right
I I I I= + +  

Για παράδειγµα, για 5 1D =  το «αριστερό» ολοκλήρωµα προκύπτει µε βάση τις σχέσεις: 

 

5 12
12

5

5 34
34

5

arcsin

arcsin

z z
A

R

z z
A

R

 −
=  

 

 −
=  
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2 2 2

12 5 5 12 5 12

2 2 2

34 5 5 34 5 34

( 2 )

( 2 )

S R z z z z

S R z z z z

= + − −

= + − −
 

 
( )

, 2 2

1 12 14 12 5 12 12 12 12 5 5 12 1 340,0

2 2

14 34 14 34 12 5 34 34 34 34 5 5 34

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

j leftI y z L z y z S z S z R A y z

L z L z z y z S z S z R A

= − + + − + + +

+ − − + − −
 

 

( )
, 3 2 2 2 2

12 1 12 12 5 12 5 12 12 5 5 5 120,1

3 3 2 2 3

14 12 34 5 34 34 34 5 5 5 34 14 34

2 2 2

34 1 34 14 12 34 5

1 1 1 1 1 1
 
3 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

6 3 2 2 2 3

1 1 1

2 2 2

j left
I S y z S z z y z S z z R A

L z S z S z S z z R A L z

z y z L z z y

= − − + + +

+ − + − − +

+ − −

 

 

( )
, 2 2 2 4 4

5 12 5 12 5 12 5 12 12 5 12 5 340,2

3 3 4 3 3 3

34 1 34 5 14 34 34 34 5 34 34 5

4 3 2 2 3 3 3

14 12 1 12 5 5 12 12 5 12 12 5 12

2 2 2

5 5 34 5

1 1 1 1 1

8 2 8 8 8

1 1 1 1 5 1

3 3 4 4 12 2

1 1 1 1 1 5

12 3 2 2 4 12

1 1

2 8

j left
I R S z S z z R S z R A R A

z y z y L z z S z S S z

L z y z z R A S z S z z S

z R A R S

= − − + −

+ − + − − −

+ − + + + +

− + 2 3 2 3

34 34 5 34 5 34 14 12 5 34 34 5 12

1 1 1 1

8 3 2 3
z R S z z L z z S z y z− − + +

 

 

( )
, 3 2 4 3 2 2 3

5 5 34 5 5 34 12 5 12 5 12 5 5 34 340,3

2 2 3 4 4 3 2 5

5 34 5 5 12 12 34 5 5 5 12 5 5 12 14 12

4 4 3 2 2 3 2 3 2 3

1 12 5 12 12 12 5 12 5 12 5 34

1 3 1 3 1

2 8 2 8 2

3 7 1 3 1 1

8 20 4 8 2 20

1 1 1 2 9 2

4 4 5 15 20 15

j left
I z R A z R A S z z R S z z S z

R S z z S z z y z R A z R A L z

y z y z S z R S z S R S

= − − − + +

− + − + + +

− + + + + − 2 3

34 34

2 3 2 3 4 4 4

5 34 5 12 5 12 5 34 34 12 5 34 5 34 14 12

4 5 2

34 1 14 34 5 5 34 34

1

5

9 3 7 1 1 1

20 8 20 2 2 4

1 1 3

4 5 8

z S

z S R S z z z z S S z S z z L z

z y L z z R S z

−

− − − + − −

+ + +
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( )
, 2 4 4 2 4 2 3 4

5 5 34 5 5 34 5 34 34 5 34 5 5 34 340,4

4 4 4 2 3 2 4

5 12 12 5 12 5 12 5 12 5 12 5 5 5 12

4 2 2 3 2 3 2 3 2 3

5 5 12 5 34 34 5 5 34 5 34 34 5 34 34

3 1 1 3 1

4 2 16 4 2

1 1 1 3 3

16 16 2 4 4

1 1 49 3 2

2 8 120 10 5

j left
I z R A z R A R S z R S z z S z

R S z R S z S z z R S z z R A

z R A R z S z R S z z S z z S

= − − + − +

− + − + +

+ − − − −

3 2 2 3 2 3 2 3 4

5 12 12 5 5 12 5 12 12 5 12 12 5 34 5

2 2 2 2 6 3 3 3 3

5 12 5 12 5 5 34 34 5 34 34 34 5 34

5 5 3 3 3 3 5 5

34 1 34 5 12 12 5 12 34 5 34 14 12

14 3

3 49 1 2 1

10 120 8 5 16

3 3 1 1 7

4 4 16 6 15

1 1 1 7 1 1

5 5 6 15 2 5

1

6

z S z z R S R S z z S z R S z

R S z z z R S z R A z S z S

z y z y S z z S S z z L z

L z

+ + + + −

− + − − −

+ − ⋅ + + − −

+ 6 5 6 6 5 5

4 12 5 5 12 14 12 1 12 5 12

1 1 1 1 1

2 16 30 5 5
S z R A L z y z y z+ + + − +

 

 

( )
, 2 2

5 5 34 5 5 12 5 34 5 5 34 34 5 12 51,0

2 3 2 2 2 2 2 2

5 12 12 14 34 1 12 1 34 14 34 12 14 34 12

2 2 3 2 2 2 2 3

1 14 34 14 12 12 5 5 12 5 12 12 5 34

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 6 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 6 2 2 2 2 6

1

j leftI y R A y R A y S z y S z y S z

y S z L z y z y z L z z L z z

y L z L z z z y z z z z R z

= − + − + +

− + − + − +

+ − − + + + +

− 3 2 2 2 2 2

12 14 1 12 1 14 34 12 5 34 34 5 5 34 5 34

1 1 1 1 1

6 2 2 2 2 2
z L y z y L z z R z z z z z y z+ − − − + −

 

 

( )
, 3 2 2 2 3 2 3 2

5 12 34 14 12 14 34 1 14 34 12 5 5 5 341,1

3 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 3

5 12 5 12 5 12 14 12 1 12 5 12 34 5

4 3 4 2 2 2 2 2 2

12 5 34 34 34 1 34 5 34 5

1 1 1 1 1

3 4 3 3 2

1 1 1 1 1 1 1

3 4 4 24 4 4 3

1 1 1 1 1 1 1

8 3 8 4 4 4 4

j left
I y S z L z L z y L z z y z R A

z z R z z z L z y z y z z z

z y S z z y z y z R z

= + + − −

+ + − − − + −

− − + + − − + 2 2

34 5

2 2 3

5 5 34 34 5 12 5 12 34 1 14 12 5 12 5 14 1 12

2 2 4 2

5 5 5 12 14 34 5 34 5

1 1 1 1 1

2 2 2 2 6

1 1 1

2 8 2

z

y z S z y S z z z y L z y S z L y z

y z R A L z y S z

+ − − + +

+ + −
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( )
, 3 2 2 2 2 2 2 4

34 14 12 5 5 5 34 5 5 5 12 5 5 341,2

4 2 3 3 2

5 5 12 5 5 12 12 5 12 5 5 34 5 5 5 12 5

5 2 2 2 3

12 5 12 5 12 5 5 34 5 5 5 34 34 5 5 12

3

5 12 12

1 1 1 1

6 2 2 8

1 1 1 1 1

8 8 2 2 8

1 1 1 1 5

10 2 8 8 12

1 1

4 4

j left
I z L z y z R A y z R A y R A

y R A y R S z y S z y S z y R S z

z y S z z y R S z y R S z y z S

y S z

= − + −

+ − + − +

− − − + +

+ − 3 3 2 3 2 3 2

5 34 34 34 5 34 5 34 1

3 2 3 2 2 5 5

34 5 5 5 34 5 5 34 34 14 12 34

4 2 5 2 3 2 3 3

14 1 12 14 34 1 12 5 12 34 1 14 12

4 2 4 4 4

34 5 14 34 12 14 34 1 5 12

1 1 1

6 6 6

1 5 1 1 1

6 12 2 60 10

1 1 1 1 1

12 10 6 6 3

1 1 1 1

4 4 4 4

y z S z R z z z y

z y y z S y z S z L z z

L y z L z y z y z z y L z

z z L z z L z y z z

− + +

− − + − +

+ + − + −

− − + + + 2 3 2 3

5 12 5 12

1 1

6 6
R z z z−

 

 

( )
, 4 4 3 2 2 3

5 12 5 5 34 5 5 12 12 5 5 121,3

4 2 3 3 2 4

5 5 5 34 5 5 12 5 5 5 34 34 1 14 12

6 2 3 2 3 2 3

12 5 34 34 5 5 34 5 5 34

2 3 4 4 2

5 5 5 12 5 5 5 12 34 14 1

1 1 1 2

2 2 5 15

3 9 1 1

8 20 2 4

1 1 2 9

12 5 15 20

1 3 1

2 8 8

j left
I y S z y S z y S z y R S

y z R A y z S y z R A z y L z

z y z S y R S y z S

y R z A y z R A z L z

= − + +

− + − −

− − − −

+ + + 2 2 5

2 14 34 12

5 6 2 2 3 5

14 34 1 34 5 5 12 5 5 12 5 12 34 5

2 6 2 2 2 4

14 34 5 5 5 34 34 5 5 12 5 12 5 12

2 4 5 4 2 4 2 4 2 4 2

5 12 5 12 34 5 34 5 34 1 34 5

3

5 5 34 34

1

5

1 1 3 1 1

5 12 8 2 5

1 3 3 1

12 8 8 8

1 1 1 1 1 1

8 5 8 8 8 8

1

2

L z z

L z y z y R S z y S z z z z

L z y z R S z y R S z z R z

z z z z z R z z z y z y

y z S z

−

+ + + − −

+ + − +

− + − + + −
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